%% 5 2 //‘ cém
dw Ministere de ’enseignement supérieur d@@/
=l et la recherche scientique =

P UNVERSITY Unaversité Ibn Khaldoun de Tiaret SUNNERSY

Faculté des sciences appliquées

Polycopié du cours

Méthodes Numériques

Réalisé par Dr.Becheikh Mostefa

2€m€

Destiné aux étudiants année S. T

Année Universitaire 2019-2020



Table des matiéres

Préface

1

Résolution des équations non linéaire

1.1 Introduction . . . . . . . . . . .
1.2 Méthode de dichotomie ou bissection . . . . ... .. ... .. ... ... ....
1.3 Méthode du point fixe . . . . . . . . ..
1.4 Méthode de Newton-Raphson . . . . . . . .. . ... . .. ... ... ... ...
Interpolation Polynomiales
2.1 Introduction . . . . . . . ...
2.2 Méthode directe . . . . . . . . .
2.3 Méthode d’interpolation de Lagrange . . . . . .. . . . . .. ... ... ...
2.4 L’errcur dans l'interpolation polynomiales . . . . . . . .. . ... ... .....
2.5 Méthode d’interpolation de Newton . . . . . . . . . . . ... ... ... ....
Intégration Numérique
3.1 Introduction . . . . . . . . . .
3.2 Laregle dutrapéze . . . . . . oo
3.3 Lesreglesde Simpson . . . . ... Lo
3.3.1 Regle Simpson % ...............................
3.3.2 Regle de Simpson % ..............................
3.4 Quadrature de Gauss . . . .. . . . .
3.4.1 Introduction . . . . . . . . . ..
3.4.2  Quadrature de Gauss pour l'intervalle [—-1,1] . . . . .. .. ... ... ..
3.4.3 Quadrature de Gauss pour l'intervalle [a,b] . . . . . . . ... .. ... ..
Equations différentielles Ordinaires
4.1 Introduction . . . . . . . . . . e
4.2 Méthode d’Euler . . . . . . . ...
4.3 Méthode d’Euler améliorée : Méthode de Heun . . . . . . . . .. ... ... ...
4.4 Méthode de la série de Taylor . . . . . . . . .. ... ...
4.5 Méthodes de Runge-Kutta (RK) . . . . . .. .. ... . .. ...
4.5.1 Méthodes de Runge-Kutta d’ordre2 , RK2 . . . . . . .. ... ... ...
4.5.2 Méthodes de Runge-Kutta d’ordre 4 RK4 . . . . . ... ... ... ...
Méthodes de résolutions directes des systémes linéaires
5.1 Introduction . . . . . . . . . .
5.2 Méthode d’élimination de Gauss . . . . . . . . . . . . ...
5.2.1 Choix de la ligne de pivot : pivot partiel . . . ... ... ... ... ...
5.2.2 Cotit de de la méthode I'élimination de Gauss . . . . . . . ... ... ..
5.3 Factorisation LU . . . . . . . . . . ..

14
14
14
15
17
18

22
22
23
26
26
28
30
30
30
33

34
34
34
37
38
39
40
41



TABLE DES MATIERES

5.3.1 Factorisation de Doolittle . . . . . . . .. ... ... L. 48

5.3.2 Factorisation de Crout . . . . . . . . . ... . 49

5.3.3 Factorisation de Cholesky . . . . . . . ... .. ... ... 51

5.3.4 Algorithme de Thomas pour les systemes tridiagonaux . . . . .. .. .. 54

6 Meéthodes Itératives pour systémes linéaires 57
6.1 Introduction . . . . . . . .. L o7
6.2 Méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel . . . . . . . . ... oL 57
6.3 Etude de la CONVETZENCE .« + v v v v v e e e e e e e e e e e 29
6.4 Méthode de relaxation . . . . . . . .. ..o 62

A A 64




Préface

L’analyse numérique est la branche des mathématiques qui traite de la résolution de problemes

mathématiques avec les ordinateurs dans la recherche de résultats numériques, par opposition
aux réponses symboliques. Ces solutions numériques fournissent des résultats adaptées aux
applications pratiques et réelles. En revanche, les solutions symboliques sont exactes, mais
peuvent ¢tre difficiles ou impossibles a trouver . L’analyse numérique est une branche appliquée
des mathématiques. elle cherche des solutions aux probléemes pratiques. L’aspect pratique de
celui-ci conduit a un désir de solutions qui sont 'assez bonnes’. Mais assez bon est plus difficile
a définir. La valeur et la pertinence des solutions numériques sont limitées par deux concepts
en général .Premierement, nous nous préoccupons de l'efficacité ou de la quantité de travail
nécessaire pour parvenir a une solution. Deuxiemement, nous nous préoccupons de la précision
de notre solution, ou de notre proximité avec la vraie valeur. Nous allons examiner chacun de
ces concepts tour a tour et apprendre a les appliquer a l’analyse numérique.
Ce polycopiée est un support au cours d’analyse numérique en deuxieme année d’une Licence
sciences appliquées . Il aborde : la recherche de racines d’une fonction réelle de variable réelle,
I'interpolation polynomiale, I'intégration numériques, I'intégration d’équations différentielles et
la résolution de systemes linéaires. Les notions supposées connues correspondent au programme
des cours de mathématiques (Analyse mathématique des fonctions réelles d’une variable réelle
et Algebre Linéaire) et Informatiques (Initiation & I’algorithmique et aux langages Matlab et oc-
tave) de la premiere année de Licence. L’objet de ce polycopiée est de proposer une explication
succincte des concepts vu en cours. De nombreux livres, parfois tres fournis, existent. Ici on a
cherché, compte tenu des contraintes de volume horaire, des acquis des étudiants a la premiere
année et des exigences pour la suite du cursus, a dégager les points clés permettant de structurer
le travail personnel de I’étudiant voire de faciliter la lecture d’autres ouvrages. Ce polycopiée
ne dispense pas des séances de cours et de TD ni de prendre des notes complémentaires. 1l est
d’ailleurs important d’apprendre le cours au fur et & mesure et de comprendre les nombreux
exercices corrigés proposeé.



Chapitre 1

Résolution des équations non linéaire

1.1 Introduction

Ce chapitre se concentre sur la solution numérique des équations & une seule variable, qui
apparaissent sous la forme générale.

flx)=0 (1.1)

Graphiquement, une solution (ou racine) de f(x) = 0 fait référence au point d’intersection
de f(x) avec l'axe des x. Par conséquent, selon la position du graphe de f(z) par rapport
a 'axe des x, ’équation (1.1) peut avoir une solution unique, plusieurs solutions ou aucune
solution. La racine d’une I’équation peut parfois étre déterminée analytiquement, ce qui donne
une solution exacte.Dans la plupart des situations, cela n’est pas possible et il faut faire recourt
aux méthodes numériques.

1.2 Méthode de dichotomie ou bissection

La méthode de dichotomie (ou méthode de la bissection) repose directement sur le théoreme
des valeurs intermédiaire (A.1).

Son principe est le suivant :Soit une fonction f continue sur un intervalle [a,b] tel que
f(a).f(b) < 0, On pose a; = a, by = b, on note p; = %(al + b1) le milieu de lintervalle de
départ et on évalue la fonction f en ce point. Si f(p1) = 0, le point p; est le zéro de f et le
probléme est résolu. Sinon,voir si f(ay).f(p1)) < 0, alors le zéro p est contenu dans I'intervalle
lay; p1[,alors qu’il appartient & |p1,b1[ si f(p1).f(b1) < 0. On réitere ensuite ce processus sur
I'intervalle [ag, bo|, avec ay = ay et by = p; dans le premier cas, ou as = p; et by = by dans le
second, et ainsi de suite.

De cette maniére, on construit de maniere récurrente trois suites (ax)ren, (bx)ren €t (Pr)ren
telles que a; = a,by = b ct vérifiant |, pour entier naturel £

— pr = 5 (ar + )

— Qg1 = ag et by = pposi flag).f(pr) <0

— Qkq1 = P €t b1 = by si f(pr).f(br) <O
La figure (1.2) illustre la mise en ceuvre de la méthode. Pour le test d’arrét nous pouvons choisir

une tolérance € > 0 et générer py,ps, ..., p, jusqu’a ce que 'une des conditions suivantes soit
remplie :
|pk —pk_1| < € (12)
Pk — Di—
Ut (ST & ml #0
|Px|
|fpe)] < e



1.2. Méthode de dichotomie ou bissection

F1GURE 1.1 — Construction des premiers itérés de la méthode de dichotomie

Exemple 1.1 Utilisez la méthode de bissection pour trouver une solution, avec une précision
de 107, pour le probléme suivant

3r—e*=0 pour 1<zx<2

TABLE 1.1 — Résolution de 3x — e® = 0 par la méthode de dichotomie
k ar by, Pk [Px — Pr1l
1.000000 | 2.000000 | 1.500000
1.500000 | 2.000000 | 1.750000 | 0.250000
1.500000 | 1.750000 | 1.625000 | 0.125000
1.500000 | 1.625000 | 1.562500 | 0.062500
1.500000 | 1.562500 | 1.531250 | 0.031250
1.500000 | 1.531250 | 1.515625 | 0.015625
1.500000 | 1.515625 | 1.507812 | 0.007812
1.507812 | 1.515625 | 1.511718 | 0.003906
9 | 1.511718 | 1.515625 | 1.513671 | 0.001953
10 | 1.511718 | 1.513671 | 1.512695 | 0.000976
11 | 1.511718 | 1.512695 | 1.512207 | 0.000488
12 | 1.511718 | 1.512207 | 1.511962 | 0.000244
13 1 1.511962 | 1.512207 | 1.512084 | 0.000122
14 | 1.512084 | 1.512207 | 1.512145 | 0.000061
15 | 1.512084 | 1.512145 | 1.512115 | 0.000030
16 | 1.512115 | 1.512145 | 1.512130 | 0.000015
17 | 1.512130 | 1.512145 | 1.512138 | 0.000007

OO || T x| W[~

p17 = 1.512138 est une approximation a la racine p avec une erreur < 107>

Théoreme 1.1 Supposons que f € Cla,blet f(a).f(b) < 0. La méthode de bissection génére

une séquence {p,}, ., se rapprochant d’une racine p de f avec

b—a
2n

lpn —p| < avec n > 1 (1.3)




1.3. Méthode du point fixe

Démonstration : Pour n > 1 on peut vérifier

b—a

= F et P € [an, bn]

b, — ay,

(@ + b,) pour tout n > 1 il s’ensuit que

Puisque p,, = %

b—a
271

1
|pn - p| S §(b7L - an) =

Pour établir une borne du nombre d’itérations, n qui satisfait (1.2), on résout simplement

b—a<
€
2n

|p_pn| S

qui donne
In(b — a) — In(e)
n > 3 (1.4)

Exemple 1.2 Pour l’exemple (1.2) trouver une borne n du nombre d’itération qui assure une
erreur < e = 107°

On applique I'équation (1.4) on aura

> In(2 — 1) — In(107°)

= 16.61
In2

Puisque le nombre n € N, n = 17 assure une erreur < 107°.

Il est important de noter que le théoreme (1.1) ne donne qu'une borne pour l'erreur d’ap-
proximation et que l'erreur réelle est beaucoup plus petite : dans 'exemple(1.2) Uerreur réelle
est |p — p17| = 3.815.107°.

Remarque :La méthode de dichotomie présente plusieurs avantages.La convergence est cer-
taine des lors que les conditions précédentes sont remplies, la programmation est trop simple,le
calcul de f n’a pas besoin d’étre tres précis,parce que nous utilisons en fait le signe de f et
non sa valeur.Le désavantage est que la convergence est assez lente si une grande précision est
demandée.

1.3 Méthode du point fixe

Définition 1.1 Le nombre p est un point fize pour une fonction g donnée si

p=g(p) (1.5)

I'équation (1.5) a une interprétation géométrique simple, (p, g(p)) est le point d’'intersection de
la courbe y = ¢g(z) et la premiere bissectrice y =z .

Exemple 1.3 Déterminez les points fives de la fonction g(zx) = (x* — 3)/2

p=glp)ep=0p-3)/2p=—1p=3

On a deux point fixe p = —1 et p = 3 qui sont montrés dans la figure 1.2

Dans cette section, nous considérons le probleme de la recherche de solutions aux problemes
de points fixes et la connexion entre les problemes de points fixes et les problemes de recherche
de racines que nous souhaitent résoudre. Les problemes de recherche de racines et les problemes
de points fixes sont des classes équivalentes dans le sens suivant :

6



1.3. Méthode du point fixe

FIGURE 1.2 — Points fixes de g(z) = (z* — 3)/2

Résoudre f(x) = 0, revient a définir une fonctions g(z) tel que le point fixe p de g(x) vérifie
f(p) = 0.Par exemple si

g(x) =x+ f(x) ou g(x) = x + 5f(x) ou.....

On voit bien si p = g(p) alors f(p) = 0 et inversement si f(p) = 0 alors g(p) = p.

L’itération du point fixe :

Pour approximer le point fixe d’une fonction g, nous choisissons une valeur initiale py et générons
la séquence {p,} -, en mettant

Pn = g(Pp-1), pourn > 1. (1.6)

Si la séquence (1.6) converge vers p et g est continue, alors
p = lim p, = lim g(p, 1) = g(lim p, 1) = g(p) (L.7)

L’ordonné g(pg) est la nouvelle abscisse p; ; le point (p;,0) se déduit du point (0, g(po)) par
une symétrie orthogonale par rapport a la droite y = z.En générant la suite (1.7),on peut
rencontrer deux dispositions de la suite pg, p1, ..., correspondant soit & un point fixe attractif
(on s’approche du point fixe) ou un point fixe répulsif (on s’éloigne du point fixe),comme nous
le montre la figure(1.3).

Point fixe repulsif

s Point fixe attractif 6
y=g(=
y = g(z) 55¢
5 Yy=ux
sk
4 45 A
| : ! 4r
=3 | Lo >
| (- 35F |
| (. :
2r ‘\ : : i | ! :
: : : 250 : : |
1 | | | y=x | | !
| [ 2r | ! :
| |
, ___ Po] Py Py ipy " ‘ PP P
1 2 3 4 "5 6 5 2 25 3 35 4
T x
(a) Convergence (b) Divergence

FI1GURE 1.3 — Itération du point fixe

Théoreme 1.2 Théorie de l’existence et de la convergence de l'itération du point fixe
Soit g € C([a,b]) avec a < g(x) < b pour tout x € [a,b] :

7



1.3. Méthode du point fixe

1. g a au moins un point fixe p € |a, b

2. Sl existe une valeur k < 1 tel que

l9(z) = 9(y)| < Kl —y| (1.8)

pour tout x ety dans [a,b], alors

(a) p est unique

(b) L’itération p,+1 = g(pn) converge vers p pour toute valeur initiale py € |a, b
(c) L’erreur estimée

an
— < — 1.9
[P =pul < 7P = w0 (1.9)
3. St la dérivée de g est continue sur [a,b] avec
max |¢'(z)] =k < 1 (1.10)

z€[a,b]

(a) p est unique
(b) L’itération p,+1 = g(p,) converge vers p pour toute valeur initiale py € |a, b]

(c) L’erreur estimée

K;n

lp—pn| < |p1 = pol (1.11)

I

(d) on a la limite

lim P — DPn+1 - /(p)

Démonstration : Définissant h(z) = g(x) — x alors

h(b) =g(b) =b <0
et

h(a) = g(a) —a >0
Par conséquent, le théoreme des valeurs intermédiaire (A.1) h a une racine p € [a,b]; ainsi
h(p) = 0, qui implique que p = g(p) qui démontre (1).
Supposons maintenant que (1.8) est vérifié,et qu'un deuxieme point fixe existe,q € [a, b].Ainsi
on a

et

de sorte (de (1.8))
Ip—al =19(p) — 9(a)| < &lp — 4
qui implique
lp—ql(1—£) <0
Puisque 0 < k < 1, la seule fagon que |p — ¢q| < 0 soit vrai est p = ¢ ,ce qui implique que le
point fixe p est unique d’ou (2) est prouvé.

Considérons maintenant 'itération (1.6) et la définition du point fixe (1.5). Si nous soustrayons
et prenons des valeurs absolues, nous obtenons

P — Pnga| = 9(p) — 9(pn)| < Elp — Pyl (1.12)

8



1.4. Méthode de Newton-Raphson

Maintenant écrivant l'erreur e, = |p — p,| et I"équation (1.12) devient e,41 < ke,. Par
la récursivité on aura e, < K"eg, d’ou il résulte que e, — 0 quand n — oo ;par conséquent,
l'itération converge. Cela prouve (2b)

Finalement ,nous notons que

lp —pol = |p — g(po) + 1 — po| < |9(p) — 9(po)| + |1 — po| < Klp — po| + |p1 — pol

D’ou il résulte que

1
lp — pol < _FL|P1 — pol

1

Pour que

K:’I’L

en < K'ep < : Ip1 — pol

—K
ce qui prouve (2c).

Nous notons maintenant que (1.10) implique (1.8), de sorte que (3a)-(3c) suivent exactement
(2a)-(2c). Il ne reste plus qu’a prouver (3d).

Nous avons, de (1.6) et (1.7), et du théoreme (A.2) que

P = Pas1=9(p) — 9(pa) = 9'(&) (P — Pa)
D’ou
P~ Pt
D —Dn
puisque &, — p est forcé par la convergence de p,, vers p

=9'(&) = ¢'(p)

Exemple 1.4 La fonction f(z) = e* —x — 2 a une racine p € [1,2]. Utiliser la méthode du
point fize pour calculer cette racine avec un test d’arrét |xp,q — xx| < 1077,

On a f(1).f(2) = (—0.2817).(3.3890) < 0, donc il existe p € [1,2] tel que f(p) = 0. Pour
pouvoir utiliser I'itération du point fixe,on tire une équation = = g(x) de f(x) = 0.

1.
e —rx—2=0czr=¢"—-2=g(x)

lg' ()| = |e"| > 1 Vzx € [1,2] litération du point fixe x1 = g1(xy) diverge

ef—r—2=0c"=r+2=>r=n(r+2) = g(x)

O

) <1 Vz € [l1,2] l'itération du point fixe x4 = ga(x)) converge
&

Pour 2y =1
p1o = 1.146196 est une bonne approximation a solution de f(x) = 0 dans U'intervalle [1, 2]

1.4 Meéthode de Newton-Raphson

La méthode la plus courante pour résoudre des équations non linéaires est la méthode
d’itération de Newton-Raphson (N-R). Un gros avantage est que si elle converge,elle converge
plus rapidement que les méthodes discutées précédemment. La convergence est d’ordre 2 , ¢’est-
a-dire que l'erreur a chaque étape est proportionnelle au carré de I'erreur a 1’étape précédente.
11 existe deux bonnes dérivations de la méthode de (N-R), une géométrique et une analytique.
Nous allons discuter des deux, en commencant par la dérivation géométrique.




1.4. Méthode de Newton-Raphson

10

TABLE 1.2 — Litération du point fixe

k| xi = g1(x) | Trp = golar)
0 2.48168 1.252762
1 9.96145 1.179504
2 21191.52 1.156725
3 Inf 1.149535
4 Inf 1.147254
5 Inf 1.146530
6 Inf 1.146300
7 Inf 1.146227
8 Inf 1.146204
9 Inf 1.146196

= 2001

F(po)

Do

FIGURE 1.4 — Itération de Newton-Raphson

Considérez la figure (1.4). Nous souhaitons trouver une racine,de y = f(x), étant donné
une estimation initiale py .Comment pouvons-nous amdéliorer cette estimation pour obtenir une
meilleure approximation ?L’idée fondamentale de la méthode de (N-R) est d’utiliser ’approxi-
mation de la ligne tangente a la fonction au point (po, f(po)) et au lieu de chercher 'intersection
de la fonction f avec 'axe des « ,on cherche le point d’intersection de cette droite tangente
avec I'axe des .

F'(po) = tanf = f(po)
Po — 1
d’ou o
_ ., _ J\Po
b1 = Do f’(po) (1'13)

Maintenant, continuons le processus avec une autre ligne droite tangente en (p1, f(p1)) pour
obtenir
f(p1)

f/(pl)
I J(px)
Pr4+1 = Pk F(pe)

La deuxieme dérivation de la méthode de (N-R) dépend du théoreme de Taylor (A.3). Soit
f(z) e C*I C R.

b2 =p1 —

ou, généralement,

(1.14)

/(€
2

(z —po)?, €€ [z,po]

f(@) = f(po) + f'(po)(z — po) +

10



1.4. Méthode de Newton-Raphson
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Pour p racine de f ;on a f(p) =0 ,d’ou

f"(€)
2

I (O (5
f'(po)  2f"(po)
Si la valeur approximative pg est suffisamment proche de p, Le terme

"

= 1O

2f"(po)
peut étre négligé.L’équation restante ne donne pas la valeur exacte p,mais une solution
approximative améliorée par rapport a la valeur de départ pg.Poursuivant ainsi, a partir d’une
approximation p,,une approximation améliorée p, .1 peut étre obtenu par la regle d’itération

suivante
f(pr)

Pl = Dk — o) o(pr) k=0 (1.15)

0= f(po) + f'(po)(p — po) + (p—po)?

Il faut examiner a quelle condition une valeur initiale py doit répondre,pour créer une séquence
d’itération {p,} -, convergente. La convergence est assurée selon le théoreme du point fixe
(1.2),s1 |p(z)| < k < 1 pour tout z € I.

@) @)
M= w A T
Soit la condition suffisante pour la convergence
‘i%%%?-éﬁ<l (1.16)

La méthode d’itération de Newton peut échouer si la condition (1.16) est violée. La figure (1.5)
illustre deux cas de divergence. Estimation des erreurs : Dans la méthode (N-R), le test

Po — P1

o N o [\&
0.5 O :

-3 -2 -1 0 1 2 3 0 1 2 3 4 5

FIGURE 1.5 — Divergence de l'itération de Newton-Raphson

d’arrét généralement utilisée est |ppr1 — pr| < €
Mais 'estimation de l'erreur est plus complexe. Pour cela, on suppose que la fonction f est
deux fois différentiable dans I et que

(@)= k>0 et [f'(z)| <K (zvel)

11



1.4. Méthode de Newton-Raphson 12

Le développement de Taylor de f autour de p est

f@) = fp)+ @ —=p)f(&) = (@—p)f&) (€€lzp)

Pour x = p,,1 on a

fPnr1) = f0)+ D1 =)&) (€ € [Prt1: D))
| f (Pns1)] [Pt — Pl f'(6)]
[Pt — plk (1.17)

Y

Le développement de Taylor de f autour de z = p,, est

f@) = flpn) + (@ = pa)f'(Pn)
b S -mf(E) (€ € lom)

Pour z = Pnt1

fpna) = ch (Pn) + (Prt1 = p) S’ ()
+ SEnn = pa)’f(E) (€ €z, )
= S nt B (E)
i)l = lps —pal 7€)
< Slpnst K (1.18)

Les inégalités (1.17) et (1.18) résultent

1
[Png1 — plk < |f(pri1)| < §|Pn+1 — pul’K
Soit K
|pn+1 - p| < %lpn—i—l _pn|2 (1'19)
L’estimation d’erreur (1.19) est appelée estimation a posteriori.

Une autre estimation approximative peut étre décrite : supposons que p,, differe de la racine p
dune petite quantité e,,ainsi p, = p+ <, et ppr1 =p+€pa1-

flp+en)
T Eny1 =P+ En—
y ot =P F(o+en)

f(p) +enf (p) + 35" () +
f'(p) +ef"(p) +
en'(p) + 350" (0) + -
f(p) +ef"(p) +
- ef"p) _ 1. /")
2[f'(p) +ef ()] 2" f(p)

(1.20) est obtenue en négligeant les puissances supérieures de &,,.

En+l = En —

:gn—

(1.20)

12



1.4. Méthode de Newton-Raphson

13

Exemple 1.5 La fonction f(x) = xzlnx — 1 a un zéro dans lintervalle [1.5,2] ; Nous recher-
chons l’estimation a posteriori de la regle d’itération de Newton-Raphson.

Solution : La fonction f/'(x) = Inz + 1 est strictement croissante sur [1.5,2] alors sa valeur

minimale est f’(1.5). Donc
If(2) >Inl5+1>14=k

La fonction f”(z) = 1/x est strictement décroissante sur [1.5,2] alors sa valeur maximale est
f"(1.5).Donc

1

Il en résulte une estimation a posteriori

|pn+1 - p| S 025|pn+1 - pn|2

Exemple 1.6 Calculer la racine de la fonction f(x) = e* —x* + 2w — 2 dans Uintervalle [0, 1],
avec une précision € = 5.107°.
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Chapitre 2

Interpolation Polynomiales

2.1 Introduction

Le probleme est le suivant : a partir d’'une fonction f(x) connue seulement en (n + 1)

points de la forme (x;, f(x;)) pour {i = 0,1,2,...,n}, peut-on construire une approximation
de f(x), et ce, pour tout x? Les x; sont appelés abscisses ou nceuds d’interpolation tandis
que les couples (z;, f(z;)) pour {¢t = 0,1,2,...,n},sont les points de collocation ou points

d’interpolation et peuvent provenir de données expérimentales ou d’une table. En d’autres
termes, sil’on ne connait que les points de collocation (z;, f(x;)) d’une fonction, peut-on obtenir
une approximation de f(x) pour une valeur de « différente des z;.

Si x se situe en dehors de cet intervalle, le probleme est appelé extrapolation. Le probleme
de l'interpolation polynomiale consiste a trouver un polynéme P, (x) de degré inférieur ou égal
a n, tel que P,(x;) = f(x;) pour {i = 0,1,2,...,n} A travers deux points distincts, nous
pouvons construire un polynome unique de degré 1 (Fig 2.1 a ). A travers trois points distincts,
nous pouvons construire un polynoéme unique de degré 2 (Fig 2.1 b) ou un polynéme unique de
degré 1 (si les points sont alignés). A travers quatre points distincts nous pouvons construire
un polynome unique de degré 3 (Fig 2.1 ¢) etc. ... En général, par n + 1 points distincts, nous
pouvons construire un polynome unique de degré < n.

Théoreme 2.1 : Etant donné n + 1 points distincts xg, .., x, et n+ 1 valeurs correspondantes
Y0y -, Yn, il existe un unique polynome P,(x) de degré < n tel que P,(x;) = y; pour i =0, ...,n.

2.2 Méthode directe

Une maniere apparemment simple de résoudre ce probleme est d’écrire le polynome sous la
forme :

P.(x) = chpk(x) pe=2" (k=0,1...,n) (2.1)
k=0

(a)

-

Wk O ® O
T T T T T
I I I I I

BN O N A O
T T T T T

210123 —2-10 1 23
FIGURE 2.1 — Graphes de polynome de degrés 1 ,2 et 3
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2.3. Méthode d’interpolation de Lagrange

Le probleme d’interpolation conduit alors au systeme d’équations linéaires dont les constantes
¢; a déterminer.

Po(z;) = f(as) (22)
) @} g\ [ co f (o)
20l | | a _ f(z1) (2.3)
2 2 o) \e f(@n)

Résoudre un tel systeme d’équations a (n+ 1) inconnues n’est pas une tache triviale. Cette
méthode pour trouver le polynéme P, (z) n’est donc pas une bonne méthode en pratique. Dans
la suite on va étudier des méthodes plus astucieuses pour construire le polynéme. P, (x;).

2.3 Méthode d’interpolation de Lagrange

Dans ce cas, toutes les fonctions pi(x) sont des polynémes de degré n. Qui seront notées
Li(x)

Définition 2.1 Le polynome suivant est appelé polynome de Lagrange

T — I

Li(x) = ][] —— (h=01....n) (2.4)
i=0,ik kT T

Pour satisfaire (2.2) les polynémes de Lagrange ont donc la propriété :

1=k

Exemple 2.1 A titre d’illustration, nous considérons un probleme d’interpolation avec les
points sutvants : xg = —2; x1 =0 et x5 = 1.

_ T—T; x(z—1) _2z=1)
(SRl U Gl e R
_ r—z _ (2+2)(x-1) (z+2)(z—1)
bnz) _71=]0;[751 T — T (0+2)(0-1) - 2
_ rT—T; (x+2)z - (2 +2)
e ¥ o e [ R

Aux points d’interpolation x; , la propriété (2.5) s’applique au polynéme d’interpolation. Et
puisque P, (z;) = f(x;) alors ¢; = f(x;) et le polynome d’interpolation de Lagrange s’écrit :

Po() =Y flar)Li(w) (2.6)
k=0

15



2.3. Méthode d’interpolation de Lagrange

Exemple 2.2 Nous recherchons le polynome d’approximation pour la fonction y = sinx qui
passe par les trois points (0,0),(7/2,1) et (m,0).

Les polynomes de Lagrange sont :

Et le polynome d’interpolation de Lagrange est :

(x —m/2)(x — ) x(zx —m) x(r—7/2) x(x—m)

P — U. . 5 =
) =0y Y Ty =
1,,
—— sinx
0.8 1 — Py(x)
0.6 |
DS
0.4 1
0.2 1
0 : .
0 05 1 1.5 2 25 3

FIGURE 2.2 — Graphes sinx et Py(x)

Exemple 2.3 Nous recherchons le polynome d’approximation pour la fonction y = sinx qui
passe par les quatre points (0,0),(7/2,1),(m,0) et (37/2,—1) .

Les polynomes de Lagrange sont :

Lo(z) = (x —z1)(x — 22)(x — x3) _ (x —7/2)(x — ) (x — 37/2)

(2o = 21) (20 — 22)(T0 — T3) —3m3/4

Li(2) = (x —z0)(® —x2)( —23)  @(v—7)(T — 37/2)

(21 — x0)(21 — 22) (27 — 3) 73 /4
o) = (x —xo)(x —x1) (¥ —23)  w(w—7/2)(T — 370/2)
L2< ) a (332 — $0)(.I’2 — I1)<ZIZ‘2 — 5173) a —773/4

(w3 —20) (23 — 11) (203 —12) (2 —7/2)(x —7)
La(2) = (x5 — m0) (w3 — 71) (13 — 13) 3m3/4

16
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17

Yy — sinx
05 | — Py(2)

—0.5 ¢

-1t

FIGURE 2.3 — Graphes sinx et Ps(x)

Puisque f(xg) = f(x2) = 0 on a besoin seulement de L;(z) et L3(x) pour écrire le polynéme
d’interpolation de Lagrange
z(z —m)(z —31/2) rv(x—m/2)(x —7) 8x(x —7)(v—2m)

o) == T Geme 3

Exemple 2.4 Nous recherchons le polynome d’interpolation de Lagrange qui passe par les
points (—1,1),(1,—1),(2,4) et (5,1).

Les polyndmes de Lagrange sont :

(x —z1)(x — 22)(x — 3) (x —1)(x —2)(x —b)

Lo(z) = N T =
Li(z) = (;f:;o))gl—_ 3;22))((:;—?1)3) GRS, - 2)(x — 5)
Lo(z) = (;;’3_—;0))((52 = 1;))(@;73?3) GRS, - 1)(z — 5)
)= e~

Et le polynome d’interpolation de Lagrange est :

Py(z) = (- 1)(:163—62)(1’ =5 (z+1)( g 2)(x — 5)
r+1)(z —1)(x—5) N (x+1)(z—1)(x—2)

9 72

2.4 L’erreur dans l’interpolation polynomiales

L’interpolation permet, a partir d’'un certain nombre de données sur les valeurs d’une fonc-
tion, de faire 'approximation de f(z) en tout point x. Toutefois, cette opération entraine une
erreur d’interpolation qu’il convient d’étudier en détail

17



2.5. Méthode d’interpolation de Newton
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Théoreme 2.2 Soil xqg < 11 < To... < x, les abscisses des poinls de collocation. On suppose
que la fonction f(x) est définie dans lintervalle [xq,x,]et qu’elle est (n + 1) fois dérivable
dans |xg, x,[. Alors, pour tout x dans l'intervalle [xo, z,], il existe £(x)appartenant a lintervalle
|z, xn| tel que Uerreur E,(z) est donnée par :

f(n+1)
(n+ 1

H (x — ;) (2.7)

=

En(r) = [(2) = Po(r) = ————=~7—

Exemple 2.5 Estimez l’erreur dans ’exemple 2.3

sin (n+1) 5

Ey(z) |= ~ Pyx _‘
| Eafa) =] sine = Paa) = | T

]|x—oxx—wmxx—wxx—&vm|

&(z) €10, 3m/2] alors

ainsi :

sin(f(aj))‘ <1oet (n+1) =4l =24

| sinz — P3(z) |< 2—14 | z(x — 7/2)(x — 7)(z = 37/2) |

Pour chaque z donné on peut trouver une borne de l'erreur. Et sur 'intervalle entier on
utilise le graphe de y = z(z — 7/2)(x — 7)(x — 37/2) :

| 2(x — 7/2)(z — m)(x — 37/2) |< 6.088068199

Ainsi la borne d’erreur est :

1
| sinz — P3(z) |< v | 2(x —7/2)(x —m)(x — 37/2) |< ﬂﬁ 088068199 = 0.25367

2.5 Meéthode d’interpolation de Newton

La méthode de Lagrange permet de trouver le polynome d’interpolation mais elle n’est pas
la plus efficace d’'un point de vue pratique. En effet, pour calculer le polynome d’interpolation
d’un ensemble de (n+ 1) points on doit calculer les (n + 1) polynémes Ly, L1, . .., L,,.Si ensuite
on ajoute un point d’'interpolation, on doit calculer les (n+2) polynomes Lj, L’17 e L(n +1) qui
different tous des (n + 1) calculés précédemment (comparez exemple 2.2 et 2.3). La méthode
de Newton est basée sur le choix d’autre fonctions de base de sort a ce que 'ajout d’un point
comporte juste I'ajout d’une fonction c.a.d. un polynome . Dans la méthode de Newton les
polynomes de base sont :

po(z) = 1
pi(z) = (¥ —m) (2.8)
() = (r—x0)(x—21)...(x — Tp1)
La forme générale est :
k—1
pr(z) = [ (& — =) (2.9)
=0

Pour les points de collocation ces polynomes ont la propriété suivante :

18
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() =0 (i<k) (2.10)

Cela signifie que po(x) est non nul pour tous les nceuds. Le polynome p;(x) est nul en x
et il est non nul pour les autres nceuds. Le nombre de zéros parmi les points de collocation est
toujours en augmentation continue jusqu’a ce que le dernier polynéme p,(z) est nul pour tous
les nceuds de xp a x,_1. Et ne differe de zéro que pour x,,.Cette propriété garantit ’approche

P,(x) = Z cepr(x) = co + c1(x — x0) + o — o) (x — 1) ... (T — Tp1) (2.11)
k=0

D’ou

Po(wo) = f(x0) = co
P.(x1) = f(z1) =co+ c1(z1 — x0)
P.(z9) = flx2) =co+ c1(xa — o) + ca(xe — x0) (20 — 27) (2.12)

P.(xz,) = flxn) =co+cr(xn —x0) + +cn(xn — x0) (2 — 1) (X0 — Tp1)

Cela conduit a la détermination des inconnues c;

co = [f(wo)
o — 1)~ Fw) (2.13)
T1 — Ty
fe)=fla1) _ flaey)=f(xo)
02 — r2—T1 T1—xo

To — X

Nous introduisant maintenant la notion de différence divisée.

Définition 2.2 : Différences divisées
Soit {(z;,y;) i=0,1,,n} un ensemble de (n+1) points distincts. La différence divisée d’ordre
0 pour xz; est simplement la valeur de f(x) en ;.

[l = f(x) (2.14)

La différence divisée d’ordre 1 de x; et x;, 1 est

f[$i+1] - f[il?z]

iy Titl| = 2.15
flas i) = LS (2.15)
La différence divisée d’ordre 2 de x; , x;11 et T;yo.

f[ﬂfi737i+1,37i+2] = f[xinHQ] — f[x“xiﬂ] (2-16)

Tit2 — Tj

La différence divisée d’ordre n des (n + 1) points {x;,,xni1} est définie par récurrence en
utilisant deux différences divisées d’ordre n — 1 comme suit :

Flts oo Tign] = FlTists s Tign] = flTi, s Tign1] (2.17)

Titn — Tj

19



2.5. Méthode d’interpolation de Newton

Pour expliciter le processus récursif, les différences divisées peuvent étre calculées en les
disposants de la maniére suivante dans un tableau :

v | flo] | fled, vl | flee v, vige] | fl@s, Tigr, Tigo, Tiygs)
To | flwo)

f[x()» 151]
T f[xl] f[x07x17x2]

f[x17x2] f[$0,$1,x2,$3]
P f[l'g] f[l‘b Ta, :E3]

flr2, x5 floy, xo, 73, 4]
w3 | flws] flwa, x3, 24

f[l‘g,l‘4] f[$2,1’3,1‘4,l‘5]
Ty f[l’4] f[$3, Ty, $5]

f[l'4, $5]
w5 | flws)

Théoreme 2.3 Formule de Newton
Soit {(z;,y;)) i=0,1,...,n} un ensemble de (n+ 1) points distincts. Le polynome d’interpo-
lation de Newton est donné par :

P,(x) = flxo] + Z flzo, x1, yxi)(@ — zo)...(x — xp-1) (2.18)

k=1

Exemple 2.6 Trouver le polynome d’interpolation de Newton qui passe par les points (—1,1),(1,—1),
(27 4)7 et (57 ]‘)'

En utilisant la diagonale supérieure ,les coefficients (en gras) du polynome de Newton sont mis
en évidence dans le diagramme suivant

T; f[37z] f[m, $i+1] f[ll?z‘, Tit1, $¢+2] f[:c,i, Tit1, Tit2, $z+3]
-1 1

—1-1

-1 -1 -

5—(—1

1 -1 5~ (1) =2

4-(=1) _ 52 _

Sev| | e

2 4 - 5-1) 2

52— 1
5 1

Ainsi, le polynome d’interpolation de Newton est écrit sous la forme :

Pye) = 1=(@+1)+2a+1)@—1)— %(.@ (= 1) (- 2)

On peut aussi utiliser la diagonale inférieure et les coeflicients en gras dans le tableau sui-
vant :

20
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v, | flo] | flot,ziga] | flee T, @ige] | fl@i, g, iy, Tigs)
—1 1
11
ey = 5—(-1)
1| -1 D g
4-(—1) _ B9
L _ 5 e =-T/12
2 4 503y =-3/2
1-4 _
|
5 1

1—(x—5)——(x—5)(x—2)—1—72(17—5)(56—2)(1:—1)
7, 19, 5 19
e T S T
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Chapitre 3

Intégration Numérique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier des méthodes pour approcher les intégrales de fonctions.On
sait bien qu’il n’est pas toujours possible, pour une fonction arbitraire, de trouver la forme
explicite d’une primitive. Dans les méthodes d’intégration, I'intégrale d’une fonction f continue
sur un intervalle borné [a, b] est remplacée par une somme finie. Le choix de la subdivision de
I'intervalle d’intégration et celui des coefficients qui interviennent dans la somme approchant
I'intégrale sont des criteres essentiels pour minimiser 'erreur. Ces méthodes se répartissent en
deux grandes catégories : les méthodes composées dans lesquelles la fonction est remplacée par
un polynéme d’interpolation sur chaque intervalle élémentaire [x;,x;1;] de la subdivision de
[a,b] ([a,b] = U,[zi, xit1]) et les méthodes de Gauss pour lesquelles les points de la subdivision

sont imposés.
b

La méthode de base impliquée dans I'approximation de f f(x)dx est appelée quadrature numérique.
a
b

Elle utilise la somme Y | w; f(x;) pour Papproximation de [ f(z)dx.

a
La méthode de quadrature dans cette section est basée sur l'interpolation polynomiales

étudiée dans la Chapitre 2. L’idée de base est de sélectionner un ensemble de points {zg, x1, ..., 2.},
de 'intervalle [a, b]. Puis intégrer le polynome de Lagrange.
On a :
fr(E () T
P, — T 3.1
() ey | Gt (3.1)
Avec

Ainsi :

b . . (1)
/f(a:)dx = /izo f(xi)Li(:c)dx—l—/g(:c—xi)f(T(glg!))dx (3.3)
b
RN : JrY(E()

a
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Avec
¢(z) €la,b] pour chaque = et

b
a; = /Li(:r)dw 1 =0,1,,n. (3.4)

a

et la formule de quadrature est ainsi

b

/ flz)d ~ Za f(z:)dz (3.5)

a

Avec 'erreur donnée par

b n
E(f 5 / TG — o) F*Vie(a))da (3.6)

=0

3.2 La regle du trapeze

Nous commengons par 'application la plus simple de I'intégration numérique basée sur I'in-
terpolation. Soit f(x) une fonction continue ainsi que sa premiere dérivée et cela sur I'intervalle
[a,b].Soit g = a; 1 = b;h = b — a . Considérons le polyndme interpolant de degré 1 Pj(x)
passant par (zo, f(xg)) et (z1, f(z1)) ansi que le terme d’erreur

(x — o) (x — x7)
To — Ilf(:EO) - Tr1 — l’of(xl) + 21

Tr— T T — To

f(z) = Py(x) + E(f) = (&) (37

Intégrant les deux membre de 1'équation (3.7)

/f(x)d:c = /P1 (x)dz + /E(f)dx (3.8)
o2s) xQ xo
La premiere intégrale de droite donne
xq 1 X1 h
r— T t—xo , _h
[ P@de=gm) [ 22 do s fo) [ S = S + @) (39
o xo xo

La formule (3.9) calcule Iaire du trapeze(figure 3.1) d’ou le nom de regle du trapeze
Le terme de l'erreur est

[ Ethdr = 5179 [0 an)(o — 2 (¢ (3.10)

En utilisant le théoreme des valeurs moyenne des intégrales on aura

[ Bir= 571 [ - - eie =150 .1)
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3.2. La regle du trapeze 24

I= [ f(x)de =~ %(f(a) + F(b))

ol f(a)

y=f(=)

F1GURE 3.1 — l'approximation de l'intégrale par I’aire du trapeze

La regle du Trapeze simple est :

Avec une erreur

Exemple 3.1 Utilisez la regle du trapéeze simple pour faire une approrimation a

2
/ In zdx
1

Et trouvez une limite supérieure pour l’erreur .

2

/ln rdr ~

1

(In2+1In1) = 0.3466

N =

L’erreur dans la regle du trapeze est —h%f"(£)/12 avec 1 < & < 2 puisque [ (z) = —1/2? :

1

1
<~ 0.0834 12
e S 13 & 0083 (3.12)

Ainsi

2
0.3466 — 0.0834 < /ln xdr < 0.3466 + 0.0834
1

24
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L’intégrale peut étre calculée exactement en utilisant 1'intégration par parties :

2

/mxdx =xlnzl —z)? =2In2 — 1 ~ 0.386294 (3.13)
1

De I'équation (3.11) on voit que Uerrcur dépend de h ,’amélioration de la précision de la
méthode du trapeze ,consiste a réduire la valeur de h en décomposant 'intervalle [a,b] on n
sous-intervalle de longueur h = b_T“ (Fig 3.2 ). Les différents points engendrés sont notés x; pour
1 =0,1,2,...,n.Les valeurs aux extrémités sont a = x¢ et b = z,, .Dans chaque sous intervalle
[x;, x;11] on applique la régle du trapeze.

f(=z)

[ Tl g T - Tp2 Tp_1In=0b x

FIGURE 3.2 — décomposition de 'aire en n trapeze

[rwie =Y [ s
a i=0 Zq
= 2 )+ )+ L) F) o s+ ) = 3 ()
= (3.14)
_h b 2n_1 L "(
S LGRSICEEI I B SETT

En utilisant le théoreme des valeur intermédiaires généralisé, le terme d’erreur peut étre
écrit :
3

h? h
S Z () = nﬁf’/(c), a<c<b (3.15)
i=0

La regle du Trapeze composée est :

/ Fl)dr = & (a) + 27 (1) + 27 (@), 2 o 1) + F0)
Avec une erreur )
E([)z—%f”(c); a<c<b
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Exemple 3.2 Refaire ['exemple 3.1 en utilisant la régle du trapéze composée avec m = 4

sous-intervalle,de largueur h = % =0.25

/f [ln1+21n125+21n15+21n175+ln2]~O383699

L’erreur est tout au plus

(b —a)h?
12

161 _ 1

2 2= eae)m) - 20

|[F"(e)l =

3.3 Les regles de Simpson

La regle du trapeze converge lentement car le remplacement des courbures par des segments
de droite est trop grossier. Une amélioration peut étre attendue si la courbe est approximée par
un polynéme de degré 2 ( Simpson 1/3) ou degré 3 (Simpson 3/8).

3.3.1 Regle Simpson %

En évaluant [ f(z))dz, la régle de Simpson 1/3 utilise un polynome de second degré pour

approximer I'intégrant de f(z). Les trois points nécessaires pour déterminer le polynéme Py (z)
sont choisis comme zg = a,x1 = (a + b)/2, et 5 = b (Fig.3.3).

f(x) = Po(x)+E(f) =

(iL'1 - mo)(ﬂh — T2

pEm e @22 o) (396)

(300 - $1)($0 — I

L’intégration donne
2 2 x2

/ F(#)dx = / Py(x)dz + / B(f)dx (3.17)

zo Zo Zo

avec

[ povde — fu) [lz=a)@=z2) o @ a)w—m)
/P2(x)dx B f( 0) / (370 y l’l)(l’o - l'z)d i f( 1) / (ZBl — ZL'())(ZL'l — ZEg)d
" X " (3.18)

Z2

#f(o) [T = 27 + 41w + (a2)

Ty — 350)(362 - $1)

Zo

Le terme de erreur donne
)
BU) = [ B(f)dz == fD(0)  ce [ao,a] (3.19)

Et cela & condition que f™ () existe et soit continue

@2 28] g 27 SO 23] ) I
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FIGURE 3.3 — I'approximation de l'intégrale par l'aire de Py(x)

Exemple 3.3 Refaire ['exemple (3.1) en utilisant la régle du Simpson 1/3 .
icith=(2-1)/2=0.5

2

/ In(z)dz = %(mu) +41n(1.5) + In(2)) = 0.385834

1
L’erreur pour la régle de Simpson est —h°/90f®(c) , avee 1 < ¢ < 2. Puisque f¥W(z) =
—6/x% Terreur est au plus
6(0.5)° _ 6(05)°
90ct = 90(1)2
2
0.3466 — 0.00208 < /ln(x)dw < 0.3466 + 0.00208

1

= 0.00208

Dans la regle de Simpson 1/3 composée, I'intervalle [a, b] est divisé en un nombre pair de sous-
intervalle n = 2m définis par n + 1 points a = x¢, 21, ...,z, = b. les points sont également
espacés avec h = (b — a)/n. Comme trois points sont nécessaires pour construire un polynéme
du deuxieme degré, le La régle 1/3 de Simpson doit étre appliquée a deux sous-intervalles
adjacents a la fois. Par exemple, la premiere application concernera les deux premiers sous-
intervalles [xg,x1] et [z1,25] de sorte que les trois points correspondant a zg,z; et x5 soient
utilisés pour la construction polynomiale. La prochaine application sera pour [xq, 23] et [r3, 4],
de sorte que x4, x3 et x4 soient utilisés pour la construction polynomiale (Fig. 3.4) Sur I'intervalle
[T, T2i12] on applique Simpson 1/3

T2i+2

/ f(z)dx = g [f(xe:) +4f (x2i41) + f(T2042)] — %f(4)(ci) (3.20)

Sur chaque 2 sous-intervalles la méthode Simpson 1/3 est appliquée, le nombre total d’applica-
tion est m = n/2 ainsi :

b m m—1 m—1 ;5
O [f(a) FIO) Y fln ) 423 f)| - o fOe) 21
J i=1 i=1 i=0
Pour (b —a) = nh = 2mh le terme de Uerreur s’écrit :
ey h® Bt
> o fD(c;) = Mmoo fD(c)=(b- )10 fP%) a<e<b (3.22)
=0
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_

£

FIGURE 3.4 — La régle de Simpson 1/3 composée

La régle de Simpson 1/3 simple:

a+b
2

b
[ e = Z(s@) + 4552 + 50

Avec une erreur

La régle de Simpson 1/3 composée:

b m m—1
/f(l’)dx ~ g [f(a) + f(b) + 4Zf($2i—1) +2) f(wa)

i=1

Avec une erreur

3.3.2 Regle de Simpson %

Si on utilise un polynome de degré 3 dans 'intervalle [a, b] et passant par les points (xi, f(xi))
pour (i = 0,1,2,3), avec g = a,x1, = xo + h, 29 = 2o + 2h, v3 = b et h = (b —a)/3 on obtient
la formule de Simpson 3/8 simple qui s’écrit.
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La regle de Simpson 3/8 simple:

/ Fla)de 2 [f(mo) + 3f(2) + 8 (e2) + ()]

Avec une erreur

On peut également composer cette méthode en divisant 'intervalle d’intégration [a, b] en 3n
sous-intervalles de longueur A = (b — a)/3n : et en utilisant la formule de Simpson 3/8 simple
dans chaque triplet de sous-intervalle. On obtient alors la régle de Simpson composée :

La régle de Simpson 3/8 composé:

1 T3i+3

/f(CU Z / % ;(f(l“&') +3/(@si4a) + 3f(wsit2) + [ (23i43))

=0
T34

Avec une erreur

%h‘lf(‘l)(c) a<c<b

1
Exercice 2.1 : Soit I = [ e*dx =1.718281828459046
0

1. Faite une approximation de I par la regle du trapeze simple.

2. Faite une approximation de [ par la regle du trapeze composée, on prend 5 sous-
intervalles.

3. quelle est le nombre de sous-intervalle pour avoir une erreur inférieure & 1073.

Solution abrégée :
1
1. Trapéze simple I = [ e"dz = (e + ¢') = 1,8591409142.
0
1

2. Trapeéze composée I = [ e*dx = %(eo + 202 4 204 4206 4 208 1 1) = 1.7240056197
0

3. le nombre de sous-intervalle pour avoir e erreur inférieure & 1073.
2
E| = |(b— a)% f"(e)] = |5e| < |% e| <107 h = (1-0)/n < 0.06644 donc
n > 15.051 donc apartir de n = 16 sous—lntervalle on peut avoir une erreur < 1073,

Exercice 2.2 : refaire I’exercice précédent avec la méthode de Simpson %
Solution abrégée :

1
1. Simpson simple h = (1-0)/2 = 0.5, = [e®dz ~ %2 (" +4e9.5+€1) = 1.7188611518.
0

2. Simpson composée pour appliquer la regle de Simpson composée il faut que le nombre
de sous intervalle doit étre pair .Au lieu de 5 prenant 4 sous-intervale de longueur
h=(1-0)/4=0.25 ainsi

1

I = [edr ~ %2 (0 + 4672 + 2607 4 4e07° 4 1) = 17183188419
0
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3. le nombre de sous-intervalle pour avoir une erreur inférieure & 1073.

El=b—-a)—

1= [0 - e 0 = | e
soit n > 1.97 donc a partir de n = 2 sous-intervalle on peut avoir une erreur < 1073.c.a.d
la regle de Simpson simple donne cette précision et on le voit dans le résultat 1 avec 3
chiffres apres la virgule exacts.

. h=(1-0)/n<0.507276

‘ 180°

3.4 Quadrature de Gauss

3.4.1 Introduction

La quadrature de Gauss est un outil tres puissant pour approximer les intégrales. Elle est
dérivé d’une maniere tres différente des regles trapézoidales et Simpson . Avant d’entrer dans les
détails de la dérivation de la méthode, ce pourrait étre une bonne idée pour donner une idée de
la précision de la quadrature de Gauss. Les regles de quadrature sont tous basés sur des valeurs
spéciales de poids et d’abscisses (points d’évaluation, communément appelés ” Points et Poids de
Gauss”) qui sont pré-calculés et stockés. Ils sont disponibles dans des tableaux mathématiques
standards, et peuvent également étre calculés par des codes informatiques standard disponibles.
Le tableau (Table 3.1) donne certaines des valeurs pour quelques cas.

3.4.2 Quadrature de Gauss pour lintervalle [—1, 1]

La regle de quadrature est écrite sous la forme.

1 n
1= / f@)da ~ 3w fa) (3.23)
o i=1

Le degré de précision d’'une formule d’intégration numérique est défini comme étant le degré
maximal du polynéme qui est intégré exactement par la formule (3.23) ou les poids w; ™) ot les
points de Gauss xz; des inconnues a déterminer. pour cela on pose la question suivante : Quels
sont les w§”) et x; pour lesquels la quadrature (3.23) soit exacte dans le cas des polynomes de
degré le plus élevé possible 7.

Autrement on veut trouver wf”) et z; tels que

1
/xkdx = Z w®(@M™E k=0,1,..,N (3.24)
9 i=1

Lemme 3.1 Si N = 2n, alors il n’y a pas de poids et de points de Gauss tels que (3.24) est
satisfait pour tout k =0,1,2,...,N.

(n)

Démonstration Soit {wi } et {x( )} satisfont (3.24) , et supposons que (3.24) est valable

pour tout £k =0,1,2,..., N, c.a.d la regle de quadrature est exacte pour tous les polynomes de
degré inférieur ou égal a N = 2n. Définissant

n

T'L
= [l ")
=1
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1
Ainsi L(z) > 0 et [ L(z)dx > 0 .Cependant

-1
> w L") =0
i=1

Par conséquent, nous avons une contradiction, car la regle de quadrature (3.24) est censée étre
exacte pour tous les polynomes de degré 2n, et c’est clairement pas exact pour le polynome
particulier de degré 2n donné par L(z). Par conséquent, notre hypothese selon laquelle une
solution existe doit étre fausse, et le lemme est prouvé.

(n)

i

()

Lemme 3.2 Soit {w } un ensemble de poids et {xz

} un ensemble de points de Gauss, tels

que (3.24) est satisfaite pour k =0,1,2,.... N = 2n — 1. Alors les poids doivent satisfaire

1
wi™ = /Lgn)(az)dx (3.25)
51
Avec
() o —ap
L) = [ 52
2N

Démonstration : Notez que les LE”) sont de degré n—1 < 2n—1, et rappelons que LE")(:L’j) = 0.
Ainsi, le fait que la regle de quadrature soit supposée étre exacte pour tous les polynomes de
degré < 2n — 1 forces

1
n
/Lz('”) (2)de = Z wyl)LZ(n) (xyb)) — ™
—1 Jj=1

et ceci complete la preuve. Une méthode pour trouver la formule de quadrature de Gauss
est la méthode des coefficients indéterminés dans laquelle les noeuds et les poids sont traités
comme des inconnues et les équations (3.24) sont résolues pour une valeur de k aussi grande
que possible. Dans cette section on se limitera a la résolution de (3.24) dans le cas n = 2 c.a.d
N=2n—1=3etk=0,1,2,3

T
k Intégrale [ a*dzx Quadrature Y i, wﬁ") (xl(n))’“
21
T
0 [dx=z|t, =2 wy.1 4+ wsy.1
“1
i
1 [ wde = 32%1, =0 W1 T + WaTsy
-1
1
2 [ @?de = 32|t =2 w123 + wox?
=]
1
3 [ #¥dz = jat)t, = w3 + Wy
-1

d’otu le systeme d’équations non linéaire suivant :

w1.1 + ’LUQ.]_ =2

W1 + WoXo =
; . (3.26)
w1x] + WaTy =

wlazi’ + ng‘;’ =

0
2
3
0
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Dont une des solutions

V3

Ty =———,00=—,w; = lLwy=1

3 3
Le tableau suivant résume les valeurs des x; et w; pour n =1an =25

TABLE 3.1 — Poids et points de Gauss.

Nombre de points Poids w; Points z;
1 w; =2 r1 =0
2 w; =1 x1 = —0.57735027
we =1 x9 = 0.57735027
3 w1 = 0.5555556 | x1 = —0.77459667
wy = 0.8888889 x9 =0
ws = 0.5555556 | @3 = 0.77459667
4 wy = 0.3478548 | x1 = —0.86113631

wo = 0.6521452 | x5 = —0.33998104
wsg = 0.6521452 | x5 = 0.33998104
wy = 0.3478548 | x4 = 0.86113631

5 wy = 0.2369269 | 1 = —0.90617985
wy = 0.4786287 | xo = —0.53846931
ws = 0.5688889 x3 =10

wy = 0.4786287 | x4 = 0.53846931
wy = 0.2369269 | @5 = 0.90617985

Si f(x) est un un polynome de degrés < (2n — 1) on utilise la formule exacte (3.24) et pour
les autres fonctions on utilise la formule approximative (3.23).

Exercice : Calculer ) )
1
I:/f(x)dx=/1+x2dx
21

-1

en utilisant la quadrature de Gauss de 1,2 et 3 points et comparer les résultats avec la valeur
exacte .

1. : La formule a un point
1

1
I_/1+x2d:r~2f(())—2

-1
2. : La formule a 2 points

Fo V3 V3
I=/1+£2d$%f<7>+f<?> =15

3. : La formule a 3 points

1

1 5 3\ 8 3
I=/1+x2d:p%§f (‘\/?) +§f(0)+f<\[g) = 1.58333

-1

La solution exacte est donnée par

1
™

1
/ dr = tan!(7) = 5= 1.571

1+ 22
21

Ainsi le plus de points donne le meilleur résultat.
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3.4.3 Quadrature de Gauss pour 'intervalle [a, b]

Que faire si l'intégrale n’est pas posée sur l'intervalle [—1,1]7.Ce n’est pas un obstacle a
I’application de la quadrature de Gauss, car on peut appliquer un simple changement de variable
pour réécrire toute intégrale sur [a, b] comme intégrale sur [—1,1].on pose

b—a +b—i—a
T = z
2 2

Alors

1

/bf(x)dx=%(b—a)/f(b;aerb—;a)dz:/lg(z)dz

-1

3
Exercice : Considérant I'intégrale [(2® — 22 sin 2z)dx = 317.344 .Comparez ce résultat avec la

1
quadrature de Gauss a 2 et 3 points.

3—-1 3+1
r= 5 z+ —; =z+42, dr = dz

3 1 1

/ (2% — 2 sin 22)dz — / (= +2)5 — (= +2)sin(2(= 4 2))dz — / g(2)dz

1. La quadrature de Gauss a 2 points :
3
/ (2% — 2 sin 22)dr = g(—0.57773 + 2) + g(0.57773 + 2) = 306.81993
1
2. La quadrature de Gauss a 3 points :

3
/ (2° — 2?sin 22)de = 0.55555¢(—0.77459 + 2) + 0.88888¢(2)
1

+ 0.55555¢(0.77459 + 2) = 317.26415

33



Chapitre 4

Equations différentielles Ordinaires

4.1 Introduction

Les équations différentielles ordinaires se produisent fréquemment dans les modeles mathématiques
qui surviennent dans de nombreuses branches des sciences, de I'ingénierie et de I’économie. Mal-
heureusement il est rare que ces équations aient des solutions analytiques exactes, il est donc
courant de rechercher des solutions approximatives au moyen de méthodes numériques. De nos
jours, cela peut généralement étre réalisé avec une grande précision et avec une limite fiable sur
Ierreur entre la solution analytique et son approximation numérique. Dans cette section, nous
nous intéresserons a la construction et a I’analyse de méthodes numériques pour les équations
différentielles de premier ordre (probléme de la condition initiale ) de la forme

y' = flz,y(x),  y(xe) =0 (4.1)

4.2 Méthode d’Euler

La méthode d’Euler est la technique d’approximation la plus élémentaire pour résoudre
les problemes de la condition initiale . Bien qu’elle soit rarement utilisée dans la pratique, la
simplicité de sa dérivation peut étre utilisée pour illustrer les techniques impliquées dans la
construction de certaines des techniques les plus avancées, Le but de la méthode d’Euler est
d’obtenir des approximations & la solution de (4.1)

y = flz,y), a<z<b  yla)=«a (4.2)

Une approximation continue de la solution y(z) ne sera pas obtenue; a la place, des approxi-
mations de y seront générées a différentes valeurs de = dans l'intervalle [a, b], Nous choisissons
les points de maillage également répartis sur l'intervalle [a,b]. Cette condition est assurée en
choisissant un entier positif N et en calculant la pas h = (b—a)/N = x;41 — ; ainsi les points
de maillage sont :

x; =a+h, i=0,2,...,N

Soit les w; = w(x;) les approximations des y; = y(z;) (i = 0,1,...N — 1) dont le calcul se
fait par
w(ziy1) = w(@; + h) = w(w;) + hf (2, wz)), 1=0,1,..,N—-1 (4.3)

L’équation (4.3) définit ce que I'on appelle la méthode d’Euler pour résoudre (approximative-
ment) une équation différentielle du premier ordre . Il existe deux principales dérivations de
cette méthode; 'une est géométrique, 'autre analytique . Nous commencons par la dérivation
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géométrie. Considérant la figure (4.2).Elle montre le graphique de la solution exacte y(t) au
probleme de la condition initiale

yl - f(a?,y)7

Par (xg,wp) on trace la droite tangente de pente f(xg,wp) . et pour x = x; au lieu de
chercher y; sur la courbe inconnue y(z), on lit w; sur la droite tangente par :

y(zo) = yo = wo. (4.4)

wy = w(xy) = wy + hf(xg, wo) =~ y(z1) = y(xo + h) (4.5)

On continue le méme raisonnement en lisant wy sur la droite passant par (xi,w;) et de
pente f(x1,w;)

1

(3, w
oot
y(x)
08f (2, w
o7t
S oef (
— 1, W
3 os}
[l 04r
>
o3t
02f —Solution exacte y(x)
0.1f * FEuler
To, Wo)
0 0.5 1 15 2 25 3

s
FIGURE 4.1 — Interprétation graphique de la méthode d’Euler

Wy = Wy + hf(il]‘l, wl) =~ y(.ﬁl]2> (46)

Ou plus généralement
Wit = w; + (T, w) ~ y(Ti) (4.7)

La méthode d’Euler est:
wo = y(a) = a,

wir1 = w; + hf(z;,w;),

i=0,1,..,N—1 (4.9)

La dérivation analytique est basée sur le théoreme de Taylor (A.3 ).En supposant que y(z)
est deux fois continuellement différenciable sur [a, b]

y(x+h) = yl@)+h/(z2)+ =y (z)+...+ y™ () + ... (4.10)

= )+ @)+ B (Ee)

£(z) est entre x et x + h. Mais 'équation différentielle implique que v/'(z) = f(x,y(x)) nous
avons donc

Y+ h) = yla) + b (@) + o (€w) (a.11)

35



4.2. Méthode d’Euler

36

négligeant le terme du reste
Y@+ h) ~ y(z) + hf(z,y(@)) (4.12)
Maintenant pour z = z; , w; ~ y(z;) et w11 ~ y(z; + h) on aura I'équation d'Euler (4.9)
Wip1 = w; + hf (i, w;), i=0,1,.,N—1

L’avantage de cette dérivation est que nous avons (4.11), qui relie la solution exacte a la méthode
numérique avec un reste tres précis. C’est la clé pour obtenir une erreur estimation pour la
méthode d’Euler. La quantité

h2 1"
Rae,h) = " (€(x) (113)
est appelée le résidu pour la méthode d’Euler . Et la quantité
E@ﬁyzﬁé?@ (4.14)

est appelée erreur de troncature

Exemple 4.1 Considérant [’équation différentielle suivante

y+y=1  y0)=0 (4.15)

* . Calculez la valeur approzimative a y(1) ainsi que

dont la solution exacte est y(z) =1 — e~
Uerreur commise en fonction du pas h, étant donné que la valeur exacte de y(1) =1 — e~ =

0.63212

h FEuler Erreur
0.5 0.75 0.117879
0.2 0.67232 0.0402

0.1 0.65132 | 0.01920
0.05 0.64151 | 0.009393
0.025 | 0.636767 | 0.004647
0.02 0.63583 | 0.003709
0.01 0.633967 | 0.001841

Exemple 4.2 Considérant [’équation différentielle suivante
Y =y—a’+1, y(0) = 0.5, 0<z<2 (4.16)

Avec N = 10. déterminez les approximations w; et comparez les avec les valeurs exactes donnée
pary = (z +1)* — 0.5¢”

T; w; y; = y(x;) | Erreur
0.0 0.5 0.5 0.0

0.2 0.8 0.82930 | 0.02930
0.4 | 1.15200 1.21409 | 0.06209
0.6 | 1.55040 | 1.64894 | 0.09854
0.8 1 1.98844 | 2.12723 | 0.13875
1.0 | 2.45817 | 2.64086 | 0.18268
1.2 | 2.94981 3.17994 0.23013
1.4 | 3.45177 | 3.73240 | 0.28067
1.6 | 3.95012 | 4.28348 | 0.33335
1.8 | 4.42815 | 4.81517 | 0.38702
01201486578 | 5.30547 | 0.43968

= OO0 | U x| W~ O

d’ou le graphe de la solution exacte et approximative
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61 — FEuler ||
— Exacte

s 4 }
>

2 I |

0 b | | | | | L

0 05 1 15 2 25 3

X

FIGURE 4.2 — L’erreur entre la solution exacte et approximation d’Euler

TABLE 4.1 — Résultats Heun

) T wy w; v = y(x;) | Erreur
0 (0.0 0.5 0.5 0

1 | 0.2 0.800000 | 0.826000 | 0.82930 | 3.30e-03
2 104 | 1.183200 | 1.206920 | 1.21409 | 7.17e-03
3 0.6 | 1.616304 | 1.637242 1.64894 1.17e-02
4 | 0.8 ] 2.092691 | 2.110236 2.12723 1.70e-02
5 | 1.0 | 2.604283 | 2.617688 | 2.64086 | 2.32e-02
6 1.2 | 3.141225 | 3.149579 3.17994 3.04e-02
7 | 1.4 3.691495 | 3.693686 | 3.73240 | 3.87e-02
8 1.6 | 4.240423 | 4.235097 | 4.28348 4.84e-02
9 | 1.8 | 4.770117 | 4.755619 | 4.81517 | 5.96e-02
10 | 2.0 | 5.258742 | 5.233055 | 5.30547 | 7.24e-02

4.3 Méthode d’Euler améliorée : Méthode de Heun

La méthode d’Euler utilise la pente en un point initial (z;,w;) . Dans la méthode d’Euler
améliorée, nous utilisons la valeur moyenne des pentes au point initial (z;,w;) et au point
suivant (2,41, w;, ;) .Cela améliore I'estimation de la pente sur I'intervalle [z;, 2;11]. Au début
on calcule par la méthode d’Euler une premiere estimation a w;y; appelé wj, , puis on utilise
cette premiere estimation pour calculer la valeur finale de w;.; .

La méthode de Heun :
wo = y(a) = a,

wi, = wi + b (f(2i, w;)) 1=0,1,...,.N—1

h «
Wiy = W; + B (f(%’, w;) + f(@ita, wi-l—l))

Exemple 4.3 Refaire l'exemple (4.2) par la méthode de Heun
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61 — Heun |
— Exacte

s 4 }
>

2 I |

0 b | | | | | L

0 05 1 15 2 25 3

T

FIGURE 4.3 — L’erreur entre la solution exacte et approximation de Heun

4.4 Meéthode de la série de Taylor

Une fagon de réduire l'erreur de la méthode d’Euler serait d’inclure des termes d’ordre
supérieur de l'expansion de la série Taylor dans la solution. Soit y(¢) la solution au probleme
de la condition initiale

y/:f(l’,y), CLSSESZ), y(a):a

est dérivable a l'ordre n + 1 .Si nous développons la solution y(z), en termes du polynéome de
Taylor d’ordre n autour du point z; et évaluée en x;yy.

2 hn p(nt1)
N — (o — il oy L o,
Y(2iv1) = y(x + h) = y(x;) + hy'(z;) + 5 Y (23) + ...+ Y () + CES

y (&) (4.17)

h(n-i—l)
(n+1)!

f(n) (& y(&))

(4.18)
Avec &; appartient a [z;, z;41]. En négligeant le terme du reste (&;) de la solution exacte (4.17)
on obtient la méthode approximative de Taylor d’ordre n

Y(Tis1) = y(a:@-)+hf(xi,y(:vi))+h;f’(:vi,y(wi))+---+%f<"‘”(a:u y(z:))+

T = a, wo =y(a) =«
T (@, w0;) = hf (@5 wi) + 2 F (@i, w3) + oo+ 2 FOD (5, w;) (4.19)
Wi41 =w2—|—hT(")($“w,) i=0,1,...7N—1

La difficulté d’appliquer les méthodes de Taylor d’ordre supérieur réside dans la dérivation
de la fonction f, car cette fonction dépend des deux variables x et y et y est fonction de x. La
regle de la dérivation de la fonction composée est

0w y(w)) dv | Of(x,y(w)) dy

[ y(e)) = Ox dx Oy dz
_ O0f(zy(@) | Of(z,y(x))
- OHE ) | ST ) (4.20

La méthode d’Euler est une méthode de Taylor d’ordre 1

Exemple 4.4 Refaire l'exemple (4.2) par la méthode de Taylor d’ordre 2
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4.5. Méthodes de Runge-Kutta (RK)

TABLE 4.2 — Résultats Taylor d’ordre 2.
) x; w; y(x;) Erreur
0.00 | 0.500000 | 0.500000 0.00

0.20 | 0.830000 | 0.829299 | 7.01e-04
0.40 | 1.215800 | 1.214088 | 1.71e-03
0.60 | 1.652076 | 1.648941 | 3.14e-03
0.80 | 2.132333 | 2.127230 | 5.10e-03
1.00 | 2.648646 | 2.640859 | 7.79e-03
1.20 | 3.191348 | 3.179942 | 1.14e-02
1.40 | 3.748645 | 3.732400 | 1.62e-02
1.60 | 4.306146 | 4.283484 | 2.27e-02
1.80 | 4.846299 | 4.815176 | 3.11e-02
2.00 | 5.347684 | 5.305472 | 4.22e-02

©| o] 3| | | x| wo| ro| —| o =

—_
)

y=y—2"+1 0<2 y0)=05

d
['(@y@) = 2ly—a*+1) =y —20=y—o’+1 -2

T (z;,w;) = flwi, w;) + gf’(:vi,wz») =w; — ] + 1+ g(wZ —xf +1—2a;)
Avec
wiyy = w; + KT (z;, w;)
wo = 0.5
wy = wo + hT® (0, wp) = 0.5+ 0.27(0,0.5) = 0.83

61 — Taylor ||
— Exacte
s 4] )
=
2 - |
0 L | | | | L

FIGURE 4.4 — L’erreur entre la solution exacte et approximation de Taylor d’ordre 2

4.5 Méthodes de Runge-Kutta (RK)

Il serait avantageux de disposer de méthodes d’ordre de plus en plus élevé tout en évitant
les désavantages des méthodes de Taylor, qui nécessitent I’évaluation des dérivées partielles
de la fonction f(z,y). Les méthodes Runge-Kutta (R — K) permettent d’obtenir la précision
d’une approche de la série Taylor sans nécessiter le calcul des dérivés d’ordre élevé . Dans cette
section on développe les méthodes RK d’ordre 2 et 4 Les méthodes de Runge-Kutta sont une
famille de techniques numériques explicites a un pas pour résoudre une équation différentielle
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du premier ordre. Pour un sous-intervalle (un pas) défini par [x;;,z;11]; la valeur de w;y; est
calculé par :
wiy1 = w; + Pente.h (4.21)

ou Pente est une constante. La valeur de la pente dans 1’équation (4.21) est obtenue en
considérant la pente en plusieurs points du sous-intervalle. Différents types de méthodes Runge-
Kutta sont classés selon leur ordre. L’ordre identifie le nombre de points dans le sous-intervalle
qui sont utilisés pour déterminer la valeur de la pente dans I’équation (4.21). Les méthodes
RK du second ordre utilisent les pentes en deux points . Les méthodes du troisieme ordre
utilisent trois points, etc. L’ordre de la méthode est également lié a l'erreur de troncature
globale de chaque méthode. Par exemple, les méthodes RK de second ordre sont précises au
second ordre , c’est-a-dire qu’il a une erreur de troncature locale de O(h?) et globale de O(h?)
. Pour chaque ordre, il existe plusieurs méthodes. Les différences entre les méthodes résident
dans 'emplacement des points dans le sous-intervalle considéré .Les méthodes RK offrent une
solution plus précise que la méthode d’Euler. La précision augmente (c’est-a-dire que lerreur
de troncature diminue) avec l'accroissement de 1'ordre .Cependant, a chaque pas ils nécessitent
plusieurs évaluations (selon l'ordre) de la fonction pour la dérivée f(x,y).

4.5.1 Méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2 , RK2

La forme générale des méthodes Runge-Kutta de second ordre est :
Wir1 = Wy T (Clk'l + CQkQ)h (422)

ki = f(zs, w;)
k’g = f(SUz + agh, w; + bglklh)

Ou ¢1, c9. ag et by; sont des constantes. Les valeurs de ces constantes varient avec la méthode
spécifique .Les méthodes Runge-Kutta du second ordre peuvent étre associées a I’expansion de
la série Taylor. Pour l'intervalle défini par [x;, x;41| la valeur de y(x;) est connue, et la valeur
de y(z;41) peut étre approximée en utilisant le développement de Taylor et 1’équation (4.20) :

(4.23)

wiar) = ole + 1) = y(w) 4 hf (g yla) + o Fxv(w)) + O

= vt + 1 Stot ) f 22T, | A0S )

(4.24)
f<:ci,y<xi>>> Lo

Le développement de ks suivant (A.1) on posant Az = ash et Ay = bokih.

o = f () + 0Dy Oy by o2 (4.25)
ox oy
Ainsi (4.22) peut s’écrire :
Wit = w; + hey f@i, wi) + coh f (i, wi) + WGQW + %Zwi)bmhzkl +O(1’) (4.26)

Comparant les équations (4.24) et (4.26) en prenant en considération que y(x;41) = w41 et
y(x;) = w; on aura le systeme
(c1+c2) =1, coas = % et coby; = % .C’est un systeme de 3 équations a 4 inconnues

€1+ c=
(4.27)

[&105) =

N[= N[= =

cabay =
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Le systeme (4.27) est sous-déterminé il y a moins d’ équations que d’inconnues ,il n’a donc
pas de solution unique. Cela offre une marge de manceuvre qui favorise la mise au point de
plusieurs variantes de la méthode de Runge-Kutta. Voici le choix le plus couramment utilisé.

1. La méthode d’Euler modifié ou Heun (section 4.3)

1
,C2 = 5,02 =

1,bo; =1
2 , V21

N —

2. La méthode du point milieu est la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 la plus utilisée

1
61_0762_ 17a2_ _7b21 =3
2
Top=a, Wyp—=<0«
Tipn =2+ h
k= hf (20, w;) (4.28)
Wit1 :wz+hf(mz+g,wz+§) (220,1,,N—1)

4.5.2 Méthodes de Runge-Kutta d’ordre 4 RK4

Les méthodes de Runge-Kutta les plus populaires sont celles du quatrieme ordre. Comme
pour les approches de second ordre, il existe un nombre infini de versions. La forme la plus
utilisée ou la forme classique de la méthode RK4 est donnée par :

LL'Q—CL

k:4_hf

Wy = &
(xz,wz)
(m + gwwz k21)
hf(z: + + )
( h ’LUZ -+ kg)

(4.29)

Wiy1 =

(k:1 42k 4 2ks+ k) (i=0,1,...,N—1)

Exemple 4.5 Appliquez les méthodes RK2 et RK4 avec h = 0.5 pour approximation de la
solution de [’équation différentielle suivante :

y = zy, y(0) =1, 0<z<2, h=0.5

x

Comparez le résultat numérique avec le résultat analytique donné y = e=

TABLE 4.3 — Résultats Runge-Kutta d’ordre 2

1| @ k w; Y Erreur
0] 0.00 — 1 1.0 0

1| 0.50 | 0.000000 | 1.125000 | 1.133148 | 0.008148
2 1-1.00 | 0.281250 | 1.599609 | 1.648721 | 0.049112
3| 1.50 | 0.799805 | 2.849304 | 3.080217 | 0.230913
41 2.00 | 2.136978 | 6.277373 | 7.389056 | 1.111683

On voit qu’avec un pas h = 0.5 qui est assez large ,on a une erreur de relative de 15% .

Malgré que h = 0.5 est assez large la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 donne un résultat de
grande précision avec une erreur relative < 0.3%
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TABLE 4.4 — Résultats Runge-Kutta d’ordre 4

1| oz ky ko ks Ky w; Erreur
0] 0.00 — — — — 1.0 0.0

11 0.50 | 0.000000 | 0.250000 | 0.265625 | 0.566406 | 1.133138 | 0.000010
2 | 1.00 | 0.566569 | 0.956085 | 1.029119 | 1.647698 | 1.648528 | 0.000194
3| 1.50 | 1.648528 | 2.575825 | 2.865605 | 4.621995 | 3.077976 | 0.002241
41 2.00 | 4.616964 | 7.406380 | 8.626750 | 14.782702 | 7.366803 | 0.022253
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Chapitre 5

Méthodes de résolutions directes des
systemes linéaires

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons la solution des systemes de n équations linéaires a n incon-
nues. Les systemes d’équations sont associés a de nombreux problemes de science et d’ingénierie
, ainsi qu’aux applications des mathématiques aux sciences sociales et a I’étude quantitative
des problemes économiques et commerciaux. Un systéeme d’équations algébriques a la forme :

anTi+ aieTs F.. +ainTa =b
a1+ agery +... +a9,x = bg

S _ y - . (5.1)
Ap1T1+ ApaTo +... +QpnTn =b,

Ot les coefficients a;; et les constantes b; sont connus et les ; représentent les inconnues a
déterminer. En notation matricielle, le systeme est écrit comme :

a1 12 ... Qip X1 bl
a91 Q922 ... QAop To bg

= (5.2)
Apl Apa ... Qpp Ty by,

Ou simplement Ax = b. Le systeme a une solution unique, si la matice A est non singulier c.a.d
le déterminant |A| # 0. Les lignes et les colonnes d’une matrice non singuliére sont linéairement
indépendantes. Si |A| = 0 ,le systeme S peut avoir une infinité de solution ou aucune solution.
Il existe deux classes de méthodes pour résoudre un systeme d’équations linéaires : les méthodes
directes et les méthodes itératives. Les caractéristiques communes des méthodes directes sont
qu’elles transforment le systéme original en un systeme équivalent qui peut étre résolu plus faci-
lement en un nombre prédéterminé d’opérations . La transformation s’effectue par I’application
de certaines opérations.

Les méthodes itératives ou indirectes utilisent des itérations pour trouver la solution ap-
proximative. Le processus d’itération commence par un vecteur initial et génere des approxima-
tions successives qui finissent par converger vers la solution réelle. Contrairement aux méthodes
directes , le nombre d’opérations requises par les méthodes itératives n’est pas connu a ’avance.

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques méthodes directes. Ces méthodes transforment
le systeme d’origine en un systeme équivalent dans lequel la matrice des coefficients est trian-
gulaire supéricure, triangulaire inféricure ou diagonale.
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5.2 Méthode d’élimination de Gauss

La méthode d’élimination de Gauss a pour but de transformer le systtme Ax =b en un
systéme équivalent (ayant la méme solution) de la forme Ux = b, ou U est une matrice tri-
angulaire supérieure et b est un second membre convenablement modifie. Ce dernier systeme
peut étre alors résolu par une méthode de substitution arriere. Il est important de noter que la
matrice augmentée [A|b] représente complétement le systeme linéaire Ax = b. Par conséquent,
toutes les modifications doivent étre appliquées a la matrice augmentée et non a la seul matrice
A La transformation en forme triangulaire supérieure est réalisée par les opérations suivantes
qui ne changent pas la solution du systeme.

e Multipliez une ligne de la matrice augmentée par une constante non nulle

e Echangez deux rangées de la matrice augmentée

e Multipliez la i® ligne de la matrice augmentée par une constante o # 0 et ajoutez le
résultat a la k™ ligne.La i“™° rangée est appelé la ligne pivot

Maintenant organisons un algorithme d’élimination de Gauss pour le systeme général S, qui
contient n équations a n inconnues. Dans cet algorithme, les données d’origine sont écrasées
avec de nouvelles valeurs calculées. Dans la phase d’élimination avant , il y’a n — 1 étapes . La
premiere de ces étapes utilise la premiere équation pour produire n —1 zéros comme coefficients
pour chaque z; dans toutes les équations sauf la premiere. Cela se fait en soustrayant les
multiples appropriés de la premiere équation des autres équations. Dans ce processus, nous
nous référons a la premiere équation comme premiere équation pivot et a a1 comme premier
élément pivot. Pour chacun les équations (2 <4 < n), nous calculons

a;  a;—($)ay;  (1<j<n)
(5.3)
bi — bl — Z—ﬁ bl
Le symbole < indique un remplacement.Ainsi le contenu de la case mémoire alloué a ’ancien
a;; est remplacé par le nouveau a;; qui devient a;; — <Z—;11> a1

Apres la premiere étape la matrice augmenté sera

aj; - aig 13 ... G, | by
0 ag ax ... ag | b
0 asp ass ... as,|bs (5.4)
0 a2 apz ... Qupn | by

Maintenant la deuxiéme équation sera 1’équation pivot et le aqo est le deuxieme élément pivot
et le processus continu pour (3 < i < n)

Qi < Qi — Z—; a2 (2<j<n) (5.5)
by <«  b— (%2) b, ’

a2

Apres la deuxieme étape la matrice augmenté sera

aj; @iz @13 ... Qg | by
0 axp a3 .. a | by
0 0 ass ... Qsp b3 (56)
0 0 anz ... Gpp|bn
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A la derniere étape i = n

@ij 4 Qi — (M) an1; (n—1<j<n)

an—1,n—1
> (5.7)
b b= ()b
apy a2 @3 ... G, | by
0 99 A23 ... Q9pn bg
0 0 ass ... QAgp bg (58)
0 0 0 .. aplb,

Evidemment, nous devons supposer que tous les diviseurs de cet algorithme sont différents
de zéro.

La substitution arriere commence par résoudre la n'“™® équation pour z,, :

Ty = —
a'nn
Ensuite, en utilisant la (n — 1)®"¢ équation, nous résolvons pour z,_; :
1
Tp—1 = (bn—l - an—l,nxn)

Qp—1,n—1

Nous continuons la substitution arriere , en caleulant chaque x; par la formule :

1 n
i=—|bi— E i %5 -
x o~ < a Jx]> (5.9)

j=i+1
Exemple 5.1 En utilisant I’élimination de Gauss, résoudre le systéme d’équations suivant

—x1+ 220+ 33+ 4=3
201 — dxo + 3+ 224 = —1
—3x1 4+ 8r9 +4x3— 14 =06
r1+4xy + Trs — 224 = —4

(5.10)

Solution :

La matrice augmentée du systeme (5.10)

-1 2 3 1|3
2 41 2 |-1
-3 8 4 —-1| 6

1 4 7 =2|-4

Etant donné que 1'élément (1,1) est différente de zéro, nous 'utilisons comme pivot pour
éliminer les coefficient directement en dessous.

-1 2 3 1 3 2 7-3 11 -12 3 1 3
2 -4 1 2 -1 <:|+ - o 0 7 4 5 :|
-3 8 4 -1 6 + 0 2 -5 -4 -3
1 4 7 =2 -4 + 0 6 10 -1 -1
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Permutez les lignes 2 et 3 car ag =0

-12 3 1 3 -12 3 1 3

0 2 -5 —4 =3 N 0 2 -5 —4 -3

o 0 7 4 5 :| o 0 7 4 5 =2
0 6 10 -1 -1 + 0 0 25 11 8 <:|+

La matrice augmentée finale

-12 3 1 3
0 2 =5 —4 -3
00 7 4 5
0 0 0 =2 =2

La solution est ensuite trouvée par substitution inverse comme suit. La derniere ligne donne

_—23:1: —_—69=>aj =3
Tt T ‘e

En remontant d’une ligne a la fois, en utilisant a chaque fois les dernieres informations sur les
inconnues, nous trouvons.

1
373:?(5—41’4)#373:—1
1
272:5(5.%‘34-4.’134—3)#5132:2
Ty =2x+3r3s+r4—3=>121=1

5.2.1 Choix de la ligne de pivot : pivot partiel

Pour bien gérer les erreurs d’arrondi tout en traitant de grandes matrices, il est préférable
utiliser le pivot partiel. dans la premiere étape du processus d’élimination, on choisit comme
ligne pivot la ligne dans laquelle z; a le plus grand coefficient (en valeur absolue).

— Dans chaque ligne i de A, recherchez 1’élément avec la plus grande valeur absolue et

appelez-la M;.
— Dans chaque ligne 7, trouvez le rapport entre la valeur absolue du coefficient de x; et la
valeur absolue de M;, c’est-a-dire aul
Qi1

r; = (5.11)

| M;|
— Parmi les r; (i = 1,2,...,n), choisissez le plus grand. La ligne correspondante a cette
valeur maximale est choisie comme ligne pivot. Eliminez x; pour obtenir un nouveau

systeme.

— Dans le nouveau systeme, considérons la sous-matrice de dimension (n —1)(n — 1) occu-
pant le coin inférieur droit. Dans cette matrice, utilisez la méme logique que précédemment
pour choisissez la ligne pivot pour éliminer xs, et ainsi de suite...

Exemple 5.2 Utilisez le pivol partiel pour résoudre le systéme avec la matrice augmentée
suivante

—4 3 5|0
Abl=| 6 7 -3]|2
2 —1 116
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Solution : Les trois valeurs de r; sont

_ -4 4 _ 6] _ 6 _ 2]
r=—== ro = — r3 =

5] 5 ST

Puisque r3 est le plus grand, c’est la troisiecme ligne qui sera choisi comme ligne pivot.Permutant
la premiere et la troisieme ligne éliminant les coefficient de z; on aura la matrice augmentée
suivante

2 -1 1 6
0|10 -6 —16
0|-5 7 12
Pour éliminer les coefficients de x5, considérant la sous-matrice 22 et calculant r; correspon-
dants,

]_ —
o _ 1= 3

T/ A

La premiére ligne de la sous matrice est prise comme ligne pivot. Eliminant les coefficient
de z5 on aura la matrice augmentée finale

2 -1 1 6

0 10 —6]|—16

0o 0 4 4
La substitution arriéré donne : x3 =1,29 = —1,27 =2

5.2.2 Cotut de de la méthode I’élimination de Gauss

Etant donné que de nombreux problemes pratiques en algebre linéaire impliquent de tres
grandes matrices, un probleme important est le nombre d’opérations qu'un algorithme spécifique
nécessite pour gérer une matrice de taille donnée. Dans cette section, nous allons passer en revue
les détails de la dérivation du nombre d’opération pour I’élimination de Gauss ainsi que pour
la substitution arriere.

a) L’élimination : Supposons que les (k — 1) premieres étapes d’élimination ont été ef-
fectuées et que nous sommes a la k"¢ étape. Cela signifie que les coefficients de zj, doivent
étre transformés en zéros dans les (n — k) lignes restantes de la matrice augmentée. Ainsi

— n — k divisions sont nécessaires pour déterminer les multiplicateurs.
— (n—k)(n— k + 1) multiplications
— (n—k)(n—4k+ 1) additions
Le processus d’élimination consiste en (n — 1) étapes. Le nombre total d’opération

N, est :
n—1 n—1 n—1
No=Y (n=k)+> (n=k)n—k+1)+> (n—k)(n—k+1) (5.12)
B = = )
Dz'z:irsion Multi;lrication Adc;irtion

n—1 n—1 n—1 n—1
Ne=> 542> s(s+1)=3> s+2) s (5.13)
s=1 s=1 s=1 s=1
En utilisant les identités (A.1) et (A.2)

(n—1)n n 2(n — Dn(2n—1) — 2n3 + O(n?) (5.14)

N, =3
6 3
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b) Substitution arriére : Quand la substitution arriére est utilisée pour calculer z; on
a:
— n — k multiplications.
— (n—k)(n — k + 1) soustractions
— wune division
le nombre d’opération N

n

N, = kip +§:(n—k)+ (n — k) (5.15)

k=1
-~ > NS - v
Division  Multiplication Soustraction
n(n —1 n(n—1
L=l -1
2 2

Pour n large N, domine Ny alors on peut dire que le nombre d’opération total N ~

N, = 2n?

5.3 Factorisation LU

L’algorithme de I’élimination de Gauss développé au (7.2) est faible sur un point : le travail
effectué en réduisant A a la forme triangulaire supérieure n’est pas exploiter si nous voulons
résoudre plusieurs systemes linéaires ayant la méme matrice A mais plusieurs vecteurs du coté
droit qui ne sont pas connus a l’avance . Car, il est possible d’avoir une séquence de problemes
de systemes linéaires dans laquelle le vecteur de droite pour un probleme dépend de la solution
du probleme précédent. Ainsi, nous devrons répéter tout ce travail, qui est, en fait, la majeure
partie du travail impliqué dans la solution du probleme. Ce que nous allons faire est de montrer
que nous pouvons factoriser la matrice A en un produit d’une matrice triangulaire inférieure
et d'une matrice triangulaire supérieure.

A=LU
Cela nous permet de résoudre des systemes linéaires en résolvant deux systemes triangulaires :
Az=b=Uzxr=y, avec Ly=5b
Ainsi, nous résolvons d’abord Ly = b puis Uz = y pour obtenir la solution :
Uz=yLy=b=Uzs=L e LUsr=bs Az =5

Cela montre que nous pouvons résoudre des systemes linéaires en calculant la factorisation
LU de A; ensuite résoudre les systemes triangulaires inférieur et supérieur appropriés.

5.3.1 Factorisation de Doolittle

Théoreme 5.1 Si lélimination de Gauss peut étre effectuée sur le systeme linéaire Ax = b
sans échanger de lignes,alors la matrice A peut étre factorisée en un produit d’'une matrice
triangulaire inférieure L et supérieur U. De plus la matrice U est celle obtenue par l’algorithme
de Uélimination de Gauss et les élément de la diagonale de L sont des un. cette factorisation
est celle de Doolittle
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a1; apz ... Qin

A— Q21 Q22 ... QA2p

Gp1 Ap2 ... Opp
a(lll) aglz) a&) 1 o ... 0
U— O agé) a;i) ot L — TTL.21 1 O
0 0 .0 a,(.ﬁb) Mp1 Mp2 oM p—1 1

_ @ ()
avec mj; = a;; [a;

Exemple 5.3 Résoudre le systéme suivant en appliquant la factorisation de Doolittle
rT+2y+3z2=0

20 4+2y+3z=1
(3x+3y+32=0

12 3 12 3 12 3
2 2 3 | ™= g 2 3 | ™S 0 2 -3
333 \ 0 =3 —6 0 0 —3/2
Ainsi
12 3 1 0 0
U=[0-2 -3 |eL=[2 1 0
0 0 —3/2 3 3/2 1

On résout au début Ly = b = (0,1,0) par substitution avant on aura y = (0,1, —3/2)7 Puis
on résout Ux =y = (0,1,—3/2)T par substitution arriere on aura x = (1, —2,1)7 Le nombre
d’opération est résumé dans la table suivante :

Addition/Soustraction  Multiplication —Division

Factorisation n(n=1)(2n—1) n(n—1)(2n—1) n(n—1)
Substitution avant 2ol nin-1) 0
Substitution arriere @ n(n2—1) n
Total n(n=1)(2n+5) n(n—1)(2n+5) n(n+1)

On voit que le nombre total d’opérations est identique a celui de I’élimination de Gauss. Pour
plusieurs coté droit, la substitution avant et arriere doit étre répétée le nombre approprié de
fois.

5.3.2 Factorisation de Crout

Une approche alternative a celle de Doolittle implique une matrice U avec 1 sur la diagonale.
C’est ce qu’on appelle la décomposition de Crout. Bien qu’il existe certaines différences entre les
deux approches, leurs performances sont comparables.L’approche de décomposition de Crout
génere U et L en balayant la matrice par colonnes et lignes. Il peut étre implémenté par les
formules suivantes :
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uy = ‘;1—11] i =23 .0 (5.16)

Pour j =2,3,...n—1
7—1
Lij = aij_zlikukj 1=7,7+1,..n
k=1

j—1
ke — D1y Ljittin

JJ
n—1
k=1

Exemple 5.4 Utilisez la méthode de Crout pour résoudre le systeme :

1+ 0+ 3+ x4 =10
21 + 3x0 + 3+ dbxy = 31
—x1+ To9—dxr3+3r4y =2
3x1+ X9+ Tx3— 214 =18

(5.18)

On a
1 1 1 1 l11 0 0 0 1 U2 U1z U4
2 3 1 5 . l21 lgg 0 0 0 1 U3 U4
-1 1 =5 3 o 131 lgg 133 0 0 0 1 U34
3 1 7 —2 l41 l42 l43 l44 0 0 0 1

— La multiplication de la premiere ligne de L par les colonnes de U donne
=1, wa=1 wuz=1 uy=1
— La multiplication de la deuxieme ligne de L par les colonnes de U donne
lon =2, lypy=1, wup=-1 uy=3
— La multiplication de la troisieme ligne de L par les colonnes de U donne
I3 =—1, l3o=2, l33=-2, wug=1
— La multiplication de la quatrieme ligne de L par les colonnes de U donne

lg =3, lp=-2, liz=2, ly=-1

d’ou
1 0o 0 0 1 1 1 1
2 1 0 0 01 -1 3
L= -1 2 =2 0 ’ U= 00 1 1
3 -2 2 -1 00 0 1

L’application de la substitution avant a Ly = b donne
1 =10, wo =11, y3=7, ys=4
Et lapplication de la substitution arriere a Ux =y donne

=1 x9=2, 23=3, 24=4

50



5.3. Factorisation LU

51

5.3.3 Factorisation de Cholesky

Il existe un certain nombre de classes de matrices dont les propriétés facilitent la solution
des systemes linéaires. Une classe importante de ce type se compose de matrices symétriques
définies positives .

Définition 5.1 Une n x n matrice A est dite symétrique définie positive (SDP) si AT = A et
xTAx > 0 pour tous vecteurs x # 0.

, 2 2 ~e v
Exemple 5.5 Montrez que la matrice A = ( 9 5 ) est symétrique définie positive.
On voit bien que A est symétrique car A = AT Pour montrer que A est définie positive, on

applique la définition.
2 2 T
XTAX=(1’1 xz)(25><x;>

= 21‘% + dxx0 + 5$%
= 2(x; +29)? + 325 >0six #0

. . 2 4 i iy
Exemple 5.6 Montrez que la matrice symétrique A = ( 15 ) n’est pas définie positive.

Calculant :
2 4 x
T 1
XAX:(l'l I‘Q)(45><x2)
= 213 + 8my39 + 513
= 2(x; + 2wy)? — 323
Par exemple mettant ; = —2 et @3 = 1 on aura x? Ax < 0 donc A n’est pas définie positive.

Exemple 5.7 Montrer qu’une matrice avec un ou plusieurs éléments diagonauxr non positifs
ne peut pas étre une matrice SDP.

Soit a; un élément diagonal négatif, choisissant un vecteur x = e; (e; est un vecteur avec tous
les éléments nuls a exception du i*™¢ élément qui est 1) donc on voit bien que xAxT = a; < 0
alors la matrice A n’est pas définie positive.

Exemple 5.8 Pour une matrice SDP 2 x 2 Montrez que ag — a3, > 0

Prenant un vecteur x = (ag; — a11)”. Alors xAxT = a2 a0 — ay1a3; = a3, (ax — a3,/a11) > 0
donc agy — a% fa > 0

Les matrices SDP apparaissent souvent dans les applications impliquant I'approximation
des fonctions et la solution d’équations différentielles. Ce qui les rend important, c’est qu’il
existe pour eux un algorithme spécial de factorisation et de solution, qui est environ deux fois
moins cotteux que I’élimination de Gauss .Le résultat est di au cartographe Cholesky.

Théoreme 5.2 (Théoréme de la factorisation de Cholesky) Si A est une matrice symétrique

définie positive,il existe une et une seule matrice triangulaire inférieure a valeurs diagonales po-
sitives notée L telle que A = LLT .
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. . ai; a2
Pour la construction de L ,commencant par une matrice 2 x 2 |, A = i La
21 022

matrice A est SDP alors a; > 0 , il peut facilement étre vérifié (par calcul direct) que

(T v )
G21/ a11 Cl22—agl/@11

A = LL”. Par conséquent, L existe, au moins pour le cas spécial de n = 2. Supposons main-
tenant que Lqq existe pour n =k — 1 (A1 = LllLfl) ; et montrons par induction que L doit
exister pour n = k. On écrit la matrice A € R¥** sous forme partitionnée

o A11 a
A_< aT akk>

Avec Ay; € REDxE-1) "5 ¢ RF1 ot g4, € R. Construisons

[ Ly 0
= (% o)

Avec 1 un vecteur (k — 1) X 1 et I un scalaire a déterminer par identification

LllLrlrl Llll All a
LLT = _ A —
"Ly " 171443, al'  ag

Déja on sait par hypothese que (A13=Lq;LJ;) , il reste & déterminer :

Llll =a (519)

1T+ 12, = ap (5.20)

Puisque les éléments diagonaux de Lqy sont tous positifs. le systéme (5.19) a une solution
unique 1. Ainsi [y est calculé par 'équation (5.20)

Ik =V agr, — 171

Pour que la décomposition de Cholesky soit un outil utile, il faut trouver une méthode
pratique pour la calculer. L'une des facons les plus est d’écrire la décomposition A = LLT en
détail et de I’étudier :

ay; Qa2 aiz ... Qip lll 0 0 Ce 0 l11 l21 l31 e lnl
Qg1 Q22 A23 ... QA2p loy lyp O ... O 0 lao 32 ... lno
31 G322 a3z ... Aagp = 31 32 I3z ... 0 0 0 Isz3 ... lp3
Anl Ap2 Gz e Qpp i loa Lz oo lon o 0 0 ... L.

L’élément a;; est le produit de la i ligne de L avec la j™¢ colonne de LT

a1 = lili

pour i = 1 on a a;; = I3, qui donne (pour matrice SDP les éléments de la diagonale sont

positifs)
111 = /a1 (521)
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Une fois [1; calculé ,on termine le calcul des éléments de la premieére colonne L qui sont les
éléments de premiere ligne de L7 .

lil = ail/l117 1= 2,3, N (522)

On passe maintenant a la deuxieme ligne de LT . Puisque la deuxieme ligne de L a seulement
deux éléments non nuls
ag; = la1lj1 + laaljo, J=2,3,...n (5.23)

En particulier,lorsque j = 2 nous avons agy = l3; + [3,. Puisque l15 est déja connu, ainsi on

calcule lo9 :
l22 = 4/ Q92 — l%l (524)

Une fois Iy connu, la seule inconnue dans (5.23) est [;,. Ainsi, nous pouvons utiliser (5.23)
pour calculer le reste de la deuxiéme ligne de L7 .
ljg = (agj - lglljl/lgg), ] = 3, .., N

A cette étape deux colonnes de L qui sont les deux lignes de LT sont connus. Voyons maintenant
comment calculer la ™€ ligne de LT, en supposant que les (i — 1) premicres lignes sont connus.
Etant donné que seules les 7 premicres éléments de la i€ ligne de L, sont différents de zéro,

Q5 = lilljl + ligljz + ...+ lnlﬂ (525)

Tous les éléments de LT apparaissant dans (5.25) se trouvent dans les i premieres lignes. Puisque
les ¢ — 1 premiéres lignes sont connus, les seules inconnues dans (5.25) sont /; et {;;. Prenant
i = j dans (5.25),0n a

qui est résolu pour [;;

(5.26)

Une fois [;; calculé, on peut utiliser (5.25) pour calculer les I;;

i—1
Lji = (aij —Z%m) [liy §=i+1.m (5.27)
k=1

L’évaluation de l; dans (5.26) nécessite ¢ — 1 multiplications, i — 1 soustractions et une
opération de racine carrée, un total de 2¢ — 1 opérations. Le calcul de chaque [;; a partir de
(5.27) nécessite également 2i — 1 opérations. Le nombre total d’opérations nécessaires a la
construction de L est donc :

n n n

YD @i-1)=) (2i-D)1+n—i)= %n(n +1)(2n +1) (5.28)

i=1 j=i i=1
Pour n large , le nombre d’opérations requises est d’environ n3/3, ce qui est la moitié du nombre
indiqué pour I’élimination de Gauss et la factorisation LU.

Exemple 5.9 Résoudre par la méthode de Cholesky le systéme Ax = b avec :

4 =2 4 2 8
-2 10 =2 7 2
A= 4 =2 8 4|’ b= 16
2 =7 4 7 6

53



5.3. Factorisation LU

54

i =V4=2
lyy = —2/2 =—1
lyg = 4/2 =2
ln=2/2=1
lp=+v10-1=3
lz=(-2—-(-1)(2))/3=0
lp = (=7—(=1)(1))/3 = -2
I3 = /8 — (224 02) =2
ly=(4—-((2)(1)+0(-2)))/2=1
lyy=/7T—12— (=22 —-12=1

Alors
2 0 00 2. -1 2 1
| -1 3 00 r | 0 3 0 -2
L= 2 0 20|’ L™= 0 0 2 1
1 -2 11 0 0 0 1

On résout Ly = b par substitution avant ,puis LTx = y par substitution arriere on aura

y=[4242" puisx=1[1212]"

5.3.4 Algorithme de Thomas pour les systemes tridiagonaux

Dans de nombreuses applications, on rencontre des systemes linéaires extrémement grands
qui ont une structure en bandes. Les matrices bandes se produisent souvent dans la résolution
des équations différentielles ordinaires et partielles. Il est avantageux de développer des algo-
rithmes spéciaux congus pour de tels systemes linéaires, car ils réduisent la quantité de stockage
mémoire utilisé.

Définition 5.2 Soit une matrice T € R™ " avec n > 3 . T est dite tridiagonale si elle a des
éléments non nuls uniquement sur la diagonale principale et les deux diagonales adjacentes;
c’est a dire.,

tij =0 s |i—j]>1, i,7€{1,2,...,n}

Il est facile de voir que dans le processus de factorisation LU d’une matrice tridiagonale T
, sans échange de lignes, la matrice triangulaire inférieure L € R"*" de diagonal 1 et la matrice
triangulaire supérieure U € R™ ™ n’ont chacune que deux éléments dans chaque ligne. nous
écrivons T sous la forme

by
ay by ¢
as by c3

(5.29)

la factorisation peut s’écrire T = LU ou
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1
lh 1
L— ls 1 (5.30)
I, 1
et
(751 U1
Uo V2
U= us U3 (5.31)
Up

avec la convention que les éléments manquants dans ces matrices sont tous égaux a zéro.Il est
souvent pratique de définir a; = 0 et ¢, = 0. La multiplication de L par U montre que v; = ¢;,
et que les éléments [; et u; peuvent étre calculés a partir de

lj = CLj/Uj_l, u; = bj = ljcj—17 ] — 2, 3, Lo, (532)

en commencant par u; = by.

Supposons que notre objectif soit de résoudre le systeme d’équations linéaires Tx = r, ou la
matrice T € R™*" est tridiagonale et non singuliere, et r € R"™. Apres avoir calculé les éléments
des matrices L et U a 'aide de (5.32), les substitution avant et arriére sont alors trés simples.
Soit y = Ux, I’équation Ly = r donne

Y= 1 (5.33)
Yy = Ty —ljyj_l, ] = 2,3,...,n (534)
et finalement
T = Yn/Un (5.35)
Ty = (yj—"UjZI}'j+1)/’ZLj, j=n—1,n—2,...,1 (536)

La factorisation LU d’une matrice tridiagonale nécessite environ 3n opérations. Les substitution
avant et arriere impliquent ensemble environ 5n opérations. Ainsi, I’ensemble du processus de
solution nécessite environ 8n opérations. La quantité totale de travail est donc beaucoup moins
que pour une matrice pleine dont le nombre d’opération était 2n3/3 . La méthode que nous
venons de décrire est une variante de ’algorithme de Thomas

Exemple 5.10 Résoudre le systeme tridiagonal Tx =r suivant

3 2 1 0 ) . 5
02 3 1 x3 | 2
00 -2 =3 Ty -5
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La factorisation T = LU

1 0 0 0

3 1 0 0
L= 0 -2 1 0|’

0 0 —-041

1 1 0 0

0 -1 1 ©0
U= 0 0 5 1

0 0 0 —-26

Une fois la factorisation T = LU réalisée ,on résout Ly = r par substitution avant qui donne
y =1[126 —2]7. Puis on résout Ux =y par substitution arriére qui donne x = [2 — 1 1 1],
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Chapitre 6

Méthodes Itératives pour systemes
linéaires

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous revenons au probleme de la résolution d’un systeme linéaire Ax = b
avec A € R™" . Ce probleme peut étre résolu sans difficulté par 1’élimination de Gauss sur
les ordinateurs d’aujourd’hui. Cependant, une fois n devient trés grand (par exemple plusieurs
milliers) et la matrice A devient trés clairsemée(par exemple plus de 90% de ces éléments sont
nuls),les méthodes itératives deviennent plus efficaces. Les méthodes itératives nécessitent une
estimation initiale x(©) € R proche de la vraie solution. Une fois x(®) choisi, nous I'utilisons pour
générer une nouvelle estimation xM) qui est ensuite utilisée pour générer une autre estimation
x(?) et ainsi de suite. De cette maniére, nous générons une séquence d’itérations x® si elle
converge,elle convergera vers la vraie solution x.

6.2 Méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel

Le schéma itératif le plus simple est peut-etre l'itération de Jacobi. Il est défini pour les
matrices qui ont des éléments diagonaux non nuls. La méthode peut étre motivée en réécrivant
le systéeme 3 par 3 suivant

an®y + a2 + a13rs = by
a1 + AT + G237y = by
az31T1 + a3y + agsrs = by
sous la forme
Ty = (bl — Q1272 — a139€3)/a11
Ty — (b2 — 111 — a13$3)/a22 (61)
Ty = (53 — 1112 — CL12$3)/@33

Supposons que x¥) est une approximation de la solution exacte x. Une facon naturelle de

générer une nouvelle approximation x*+1) est de calculer

k k k
ZL’S +1) (bl — algxé ) — algl'g ))/CLH
Z’gﬁ—l) = (bg — anxgk) — a13$gk))/a22
k k k
Z’é +1) (bg — CLHI(Q ) — algl'g ))/CL33
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Ceci définit I'itération de Jacobi pour le cas n = 3. Pour le cas général,nous écrivons

25 = Zau W Jai  i=1,2,...,n (6.2)
z;ék
On choisi une valeur initiale x(® et on exécute 1’équation (6.2) pour k& = 0,1,2,... jusqu’a

convergence.

Exemple 6.1 Résoudre le systéme suivant par la méthode de Jacobi en prenant x© = (000 0]T.

5 2 1 1 1 29
2 6 21 ro | | 31
1 2 7 2 x3 | | 26
11 2 8 T4 19
0 2.5155 3.9017 3.9965
0 1.5994 2.8994 2.9964
0) _ 1) — (10) _ (20) _
* ol = 07310 [ - F 19144 |7 0% 1.9970
0 0.0756 0.9354 0.9977
x(29 est une bonne approximation a la solution exacte x = [4 3 2 1]7. Notez que dans

I'itération de Jacobi, on n’utilise pas les dernieres informations disponibles lors du calcul de
x*+t1D) Par exemple, azgk) est utilisé dans le calcul de xgﬁ ) pourtant la composante x( ) est
connue. Si nous révisons l'itération de Jacobi de maniere a toujours utiliser les estimations la
plus récentes , nous obtenons la méthode de Gauss-Seidel. Pour le systeme (6.1) l'itération de

Gauss-Seidel s’écrit

xﬁk“) = (b1 v alQCE(gk) — 13T )/au
:Cgkﬂ) = (by — a11x§k+ ) _ Qs IL‘( )/a22 (6.3)
xékﬂ) (bs — allxgH ) :cg )/a

Et pour le cas général

(k+1) <b _ Za” (k+1) _ Z &ij$§k)) Jaii 1=1,2,....n (6.4)

j=i+1

On choisi une valeur initiale X(O) et on exécute 'équation (6.4) pour k = 0,1,2,... jusqu’a
convergence.

Exemple 6.2 Refaire [’exemple 6.1 par la méthode de Gauss-Seidel

0 5.8000 3.9992 4.0003
0 3.2333 2.9962 2.9999
0 _ 1) — @) — (6) _
x o * 1.9619 |0 % 2.0006 | 2.0000
0 0.7554 1.0004 1.0000
Pour les itérations de Jacobi et de Gauss-Seidel, la transition de xgk) a :c(lH ) peut étre

décrite succinctement en termes de matrices L ,D et U définies par :
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o 0 ... ... 0
asq 0 . . 0
—L= as)  as2 . (65)
: : 0 0
Ap1 Ap2 ... QApp-1 Qpl
D = diag(ay1, as, ..., anp) (6.6)
0 a2 ... ... A1y
0 0 cee e Qo
~u=|0 0o - : (6.7)
. Ap—1,n
0 0 ... O 0

Alinsi,apres partition de la matrice A = D — L — U l'itération de Jordan s’écrit :

Dx* ) — (L + U)x® + b

6.8

M =D NL+U)x» +D b E=0,1,2,... 68)
En revanche, celle de Gauss-Seidel s’écrit
D — L)x**) = Ux® + b

( ) (6.9)

X(k+1) _ (D _ L)—lUX(k) + (D — L)_lb k= 0,1,2,...

6.3 Etude de la convergence

Pour étudier la convergence des techniques d’itération, nous avons besoin d’analyser la
formule
xEH) —x® L ¢ k=0,1,2,... (6.10)

des équations (6.10),(6.8) et(6.9) on a T = D™}(L + U) pour la méthode de Jacobi et T =
(D + L)~'U pour la méthode de Gauss-Seidel

Définition 6.1 Soit M € R"™*™ .Le rayon spectral de M, noté p(M), est le plus grand (en
magnitude) de toutes les valeurs propres de p(M). p(M) = maz|\| ot le mazimum est pris sur
toutes les valeurs propres de M

Lemme 6.1 Si le rayon spectral satisfait p(T) < 1,alors (I —T)~! existe et
I-T)'=I+T+T?+--. :ZTZ‘
i=0

Démonstration :Parce que Tx = Ax est vrai précisément lorsque (I — T)x = (1 — A\)x, nous
avons A comme valeur propre de T précisément lorsque (1 — \) est valeur propre de (I — T).
Mais A < p(T) < 1, donc A = 1 n’est pas une valeur propre de T, et 0 ne peut pas étre une
valeur propre de (I — T). Par conséquent, (I — T)~! existe. Soit

Sy =1+T+T*+ ... +T™

Ainsi
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I-T)S,, =T+T+T?+...T™) — (T +T?+... + T

1w (6.11)
et, comme la matrice T est convergente, le théoréeme (A.4) implique que
lim (I-T)S,, = lim (I-T"") =1
m—0o0 m—r00
ainsi -
—T) = | _ i
(I-T)™ = lim S, ZO: T
Théoreme 6.1 Pour x* € R, la suite {x(k)}zozo définie par
xEH) —x® ¢ k=0,1,2,... (6.12)
converge vers la solution unique x = Tx + ¢ si est seulement si p(T) <1 ,alors
Démonstration :Supposons que p(T) < 1.
x*HD) — px®) 4 ¢
=T(Tx"* Y +¢)+c
= TOx* D4 (T +T)e (6.13)

=T + 14T+ T4 ... T"c
Puisque p(T) < 1 le théoreme (A.4) implique que T est convergente et

lim TFx® =0
k—o0
le lemme () implique
lim x** = lim T+ () THhe=0+(I-T)'e=I-T) 'c
k—o0 k—o0 i3

Ainsi {x(k)}zio converge vers le vecteur x = (I - T) 'cet x =Tx+c

Pour prouver l'inverse, nous montrerons que pour tout z € R™ on a lim TFz = 0 (par le
f ’ k—o0

théoreme (A.4) ceci est équivalent a p(T) < 1).
Soit z un vecteur quelconque et x la solution unique a x = Tx + c.
Définissant x(©) = x — z et pour k£ >0 x**t) = Tx® 1 ¢. Ainsi {x(k)}:io converge vers X

x — x*D = (Tx + ¢) — (Tx® +¢) = T(x — x¥)

= T?(x — x*V)
=: (6.14)
_ Tk+1(x . X(0))
— Tk+1z
d’ou
lim T 'z = lim TF!(x — x©) = lim (x — x**) =0 (6.15)
k—o00 k—o00 k—o0

Mais z € R™ est arbitraire ,ainsi par le théoreme (A.4) la matrice T est convergente et p(T) < 1
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Exemple 6.3 Vérifier la convergence pour la méthode de Jacobi et Gauss-Seidel et faite 20
itérations pour chaque méthode

2 -1 1 I —1
2 2 2 Ty | = 4
-1 -1 2 I3 -5

Méthode de Jacobi : T = D™(L + U) avec

0 05 —0.5 4
T=( -1 0 -1 |, det\I-T) :A3+Z>\
0.5 05 0

det NI —T) =0 X\ =0, X\ =—V5i/2, X3=+/5i/2
p(T) =/5/2 > 1 = T'itération de Jacobi diverge

0 —0.50 1.75
xO =10 |,xM= 20 |, xP = 500 |,
0 —2.50 —1.75
2.875 —4.58793
x® =1 2.000 |,...,x% = [ —20.35174
0.875 4.58793

Méthode de Gauss-Seidel : T = (D — L) !U avec

0 05 —05 ]
T=|0 05 —05 |, detQI-T)=X\+ §)2
0 0 —05

det(AI—T):O@Al =0, )\273::|:\/ ]_/2,
p(T) =4/1/2 < 1 = l'itération de Gauss-Seidel converge

0 0.50 1.50
x0 = ("0 ,X(l) = 2.5 , x?) = 2.00 ,
0 —1.5 —0.75
0.875 0.999984
x®) =1 1875 |,...,x® = [ 2000017
—1.125 —0.999999

La solution exacte est x = [1 2 — 1]

Exemple 6.4 Vérifier la convergence pour la méthode de Jacobi et Gauss-Seidel et faite quelques
itérations pour chaque méthode

1 2 =2 W5l 7
11 1 o | =1 2
2 2 1 T3 5

Méthode de Jacobi : T = D™(L + U) avec

0 -2 2
T=| -1 0 -1 ], det\I-T)=\=0,
-2 =2 0
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det()\I — T) =0« )\1,2,3 =0
p(T) =0 < 1= litération de Jacobi converge

0 1 1
xO =1 o ,X(l) — ) : x? — 2 :
0 -1 -1

0 -2 2
T=(0 2-3 : det(AI — T) = A\(\ — 2)?
0 0 2

det()\I — T) =0« )\1 = O, )\273 =2
p(T) =2 > 1 = Tlitération de Gauss-Seidel diverge

0 7 19
x© 0 |,xW -5 1, x® 18 |,
0 1 3
49 121
x@ = [ =50 |,....x®=1| —126 |,....
7 15

La solution exacte est x = [1 2 — 1]

Théoreme 6.2 — 51 A € R est a diagonale dominante , alors les méthodes de Jacobi et
Gauss-Seidel convergent, et Gauss-Seidel converge plus rapidement si p(Tg) < p(Ty)
ou Ty est la matrice d’itération pour méthode de Jacobi, et Tq est la matrice d’itération
pour Gauss-Seidel

— 81 A est une matrice SDP, alors Jacobi et Gauss-Seidel convergeront.

Exemple 6.5 Pour l’exercice (6.1) vérifier que la matrice A est a diagonale dominante, com-
parer p(Ty3) et p(Tg) .Conclusion

p(T3) = 0.7157 et p(Tg) = 0.192208

6.4 Méthode de relaxation

Une méthode de relaxation est une méthode itérative de résolution de systemes linéaires
basée sur l'itération de Gauss-Seidel et implique un parametre 0 < w < 2 dans le but d’accélérer
le taux de convergence de la méthode itérative vers la solution du systeme linéaire. En multi-
pliant le systeme linéaire Ax = b par w et en replagcant A par D — U — L donne

(wD —wU —wLh)x=wb=((1-(1—-w))D —-wU —wL)x
d’ou
(D—-—wLh)x=((1-wD+wU)x+wb
La méthode itérative est obtenue par
(D — wL)x* ) = (1 —w)D 4+ wU)x® + wb (6.16)

Quand w < 1 l'itération (6.16) est une sous-relaxation .Quand w = 1 la méthode est identique
a I'itération de Gauss-Seidel, et quand w > 1 on a une sur-relaxation. En écrivant S, = D —wL,
T, = (1-w)D+wUB, = S,'T, et ¢, = S;'wb, litération de la méthode de relaxation est :

xD = B,x® + ¢, (6.17)
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Exemple 6.6 Résoudre le systéme suivant avec une tolérance ||[x*+1) —x®)|| < e =103 ;on
prend w = 1.25

2 -1 1 7 -1
-2 5 -1 | = 1
1 -2 4 T3 3
0 —1.1914 —0.9882 —0.9957
xO =10 |, xY=| 00566 |, x®=1] 0023 |, x®=/[ —0.0008 |,
0 1.0010 1.0088 0.9960
—1.0008 —0.9990 —0.9999 —0.9999
xW =1 —0.0002 |,x® =1 —0.0003 |,x® =1 00001 |, xP=/[ 0.0001
1.0000 1.0005 1.0000 1.0000
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Annexe A

A

_n(n+1)
2 k= — (A.1)
=, nn+1)(2n+1)
;kz = : (A.2)

Théoreme A.1 Théoreme des valeurs intermédiaires :
Soit une fonction f a valeurs réelles définie et continue surl’intervalle [a,b].Si f(a).f(b) <0,
alors il existe ¢ dans |a,b] tel que f(c) = 0.

Théoreme A.2 Théoréme des accroissements finis :
Etant donnés des réels a et b tels que a < b ainsi qu’une fonction f continue sur [a,b] , dérivable
sur]a, bl , il existe un réel c €la, b| tel que :

o (L= (0

L’expansion de Taylor pour une fonction a une seule variable :
h? h"
flx+h) = f(z)+hf(z)+ gf@)(x) + ...+ mf(”)(x) +

= @)+ )+ O @) 4t @) + Ry ()
h(n+1)

— (n+1)
Ra@) = oo /) (A3)
L’expansion de Taylor pour une fonction a deux variables :
0 0
Fa+ Aagua Ay) \= Fiely) + ( H0t) py 4 200 Ay) (A1)
1 (0*f 2 o 0%f 0* f 2
g <?(a¢7y)Afc + 2ax8y(x7y)AxAy + a—yg(aay)Ay )

1 < (n o f e
+ n! Z:: (l) oxtoyn—! (z,y)Ax" Ay

1 n+1 6n+1f o
' ' ( )W(S,wmmy +1-1
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Théoreme A.3 Théoréme de la valeur moyenne pour les intégrales :

Soit f continue et g intégrable sur [a,b] et supposons que g(x) > 0 pour x € |a,b]. Alors il
existe un point & dans [a,b] tel que :

b b
/ g(2) fa)dz = f(€) / g(c)dz (A5)

Théoreme A.4 les affirmations suivantes sont équivalentes.

1. A est une matrice convergente.

2. lim |[|A™| = 0, pour toutes les normes naturelles.
n—oo

3. p(T) <1

4. lim A™x =0, pour chaque .
n—oo
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