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Préface

L’analyse numérique est la branche des mathématiques qui traite de la résolution de problemes

mathématiques avec les ordinateurs dans la recherche de résultats numériques, par opposition
aux réponses symboliques. Ces solutions numériques fournissent des résultats adaptées aux
applications pratiques et réelles. En revanche, les solutions symboliques sont exactes, mais
peuvent ¢tre difficiles ou impossibles a trouver . L’analyse numérique est une branche appliquée
des mathématiques. elle cherche des solutions aux probléemes pratiques. L’aspect pratique de
celui-ci conduit a un désir de solutions qui sont 'assez bonnes’. Mais assez bon est plus difficile
a définir. La valeur et la pertinence des solutions numériques sont limitées par deux concepts
en général .Premierement, nous nous préoccupons de l'efficacité ou de la quantité de travail
nécessaire pour parvenir a une solution. Deuxiemement, nous nous préoccupons de la précision
de notre solution, ou de notre proximité avec la vraie valeur. Nous allons examiner chacun de
ces concepts tour a tour et apprendre a les appliquer a l’analyse numérique.
Ce polycopiée est un support au cours d’analyse numérique en deuxieme année d’une Licence
sciences appliquées . Il aborde : la recherche de racines d’une fonction réelle de variable réelle,
I'interpolation polynomiale, I'intégration numériques, I'intégration d’équations différentielles et
la résolution de systemes linéaires. Les notions supposées connues correspondent au programme
des cours de mathématiques (Analyse mathématique des fonctions réelles d’une variable réelle
et Algebre Linéaire) et Informatiques (Initiation & I’algorithmique et aux langages Matlab et oc-
tave) de la premiere année de Licence. L’objet de ce polycopiée est de proposer une explication
succincte des concepts vu en cours. De nombreux livres, parfois tres fournis, existent. Ici on a
cherché, compte tenu des contraintes de volume horaire, des acquis des étudiants a la premiere
année et des exigences pour la suite du cursus, a dégager les points clés permettant de structurer
le travail personnel de I’étudiant voire de faciliter la lecture d’autres ouvrages. Ce polycopiée
ne dispense pas des séances de cours et de TD ni de prendre des notes complémentaires. 1l est
d’ailleurs important d’apprendre le cours au fur et & mesure et de comprendre les nombreux
exercices corrigés proposeé.



Chapitre 1

Résolution des équations non linéaire

1.1 Introduction

Ce chapitre se concentre sur la solution numérique des équations & une seule variable, qui
apparaissent sous la forme générale.

flx)=0 (1.1)

Graphiquement, une solution (ou racine) de f(x) = 0 fait référence au point d’intersection
de f(x) avec l'axe des x. Par conséquent, selon la position du graphe de f(z) par rapport
a 'axe des x, ’équation (1.1) peut avoir une solution unique, plusieurs solutions ou aucune
solution. La racine d’une I’équation peut parfois étre déterminée analytiquement, ce qui donne
une solution exacte.Dans la plupart des situations, cela n’est pas possible et il faut faire recourt
aux méthodes numériques.

1.2 Méthode de dichotomie ou bissection

La méthode de dichotomie (ou méthode de la bissection) repose directement sur le théoreme
des valeurs intermédiaire (A.1).

Son principe est le suivant :Soit une fonction f continue sur un intervalle [a,b] tel que
f(a).f(b) < 0, On pose a; = a, by = b, on note p; = %(al + b1) le milieu de lintervalle de
départ et on évalue la fonction f en ce point. Si f(p1) = 0, le point p; est le zéro de f et le
probléme est résolu. Sinon,voir si f(ay).f(p1)) < 0, alors le zéro p est contenu dans I'intervalle
lay; p1[,alors qu’il appartient & |p1,b1[ si f(p1).f(b1) < 0. On réitere ensuite ce processus sur
I'intervalle [ag, bo|, avec ay = ay et by = p; dans le premier cas, ou as = p; et by = by dans le
second, et ainsi de suite.

De cette maniére, on construit de maniere récurrente trois suites (ax)ren, (bx)ren €t (Pr)ren
telles que a; = a,by = b ct vérifiant |, pour entier naturel £

— pr = 5 (ar + )

— Qg1 = ag et by = pposi flag).f(pr) <0

— Qkq1 = P €t b1 = by si f(pr).f(br) <O
La figure (1.2) illustre la mise en ceuvre de la méthode. Pour le test d’arrét nous pouvons choisir

une tolérance € > 0 et générer py,ps, ..., p, jusqu’a ce que 'une des conditions suivantes soit
remplie :
|pk —pk_1| < € (12)
Pk — Di—
Ut (ST & ml #0
|Px|
|fpe)] < e



1.2. Méthode de dichotomie ou bissection

F1GURE 1.1 — Construction des premiers itérés de la méthode de dichotomie

Exemple 1.1 Utilisez la méthode de bissection pour trouver une solution, avec une précision
de 107, pour le probléme suivant

3r—e*=0 pour 1<zx<2

TABLE 1.1 — Résolution de 3x — e® = 0 par la méthode de dichotomie
k ar by, Pk [Px — Pr1l
1.000000 | 2.000000 | 1.500000
1.500000 | 2.000000 | 1.750000 | 0.250000
1.500000 | 1.750000 | 1.625000 | 0.125000
1.500000 | 1.625000 | 1.562500 | 0.062500
1.500000 | 1.562500 | 1.531250 | 0.031250
1.500000 | 1.531250 | 1.515625 | 0.015625
1.500000 | 1.515625 | 1.507812 | 0.007812
1.507812 | 1.515625 | 1.511718 | 0.003906
9 | 1.511718 | 1.515625 | 1.513671 | 0.001953
10 | 1.511718 | 1.513671 | 1.512695 | 0.000976
11 | 1.511718 | 1.512695 | 1.512207 | 0.000488
12 | 1.511718 | 1.512207 | 1.511962 | 0.000244
13 1 1.511962 | 1.512207 | 1.512084 | 0.000122
14 | 1.512084 | 1.512207 | 1.512145 | 0.000061
15 | 1.512084 | 1.512145 | 1.512115 | 0.000030
16 | 1.512115 | 1.512145 | 1.512130 | 0.000015
17 | 1.512130 | 1.512145 | 1.512138 | 0.000007

OO || T x| W[~

p17 = 1.512138 est une approximation a la racine p avec une erreur < 107>

Théoreme 1.1 Supposons que f € Cla,blet f(a).f(b) < 0. La méthode de bissection génére

une séquence {p,}, ., se rapprochant d’une racine p de f avec

b—a
2n

lpn —p| < avec n > 1 (1.3)




1.3. Méthode du point fixe

Démonstration : Pour n > 1 on peut vérifier

b—a

= F et P € [an, bn]

b, — ay,

(@ + b,) pour tout n > 1 il s’ensuit que

Puisque p,, = %

b—a
271

1
|pn - p| S §(b7L - an) =

Pour établir une borne du nombre d’itérations, n qui satisfait (1.2), on résout simplement

b—a<
€
2n

|p_pn| S

qui donne
In(b — a) — In(e)
n > 3 (1.4)

Exemple 1.2 Pour l’exemple (1.2) trouver une borne n du nombre d’itération qui assure une
erreur < e = 107°

On applique I'équation (1.4) on aura

> In(2 — 1) — In(107°)

= 16.61
In2

Puisque le nombre n € N, n = 17 assure une erreur < 107°.

Il est important de noter que le théoreme (1.1) ne donne qu'une borne pour l'erreur d’ap-
proximation et que l'erreur réelle est beaucoup plus petite : dans 'exemple(1.2) Uerreur réelle
est |p — p17| = 3.815.107°.

Remarque :La méthode de dichotomie présente plusieurs avantages.La convergence est cer-
taine des lors que les conditions précédentes sont remplies, la programmation est trop simple,le
calcul de f n’a pas besoin d’étre tres précis,parce que nous utilisons en fait le signe de f et
non sa valeur.Le désavantage est que la convergence est assez lente si une grande précision est
demandée.

1.3 Méthode du point fixe

Définition 1.1 Le nombre p est un point fize pour une fonction g donnée si

p=g(p) (1.5)

I'équation (1.5) a une interprétation géométrique simple, (p, g(p)) est le point d’'intersection de
la courbe y = ¢g(z) et la premiere bissectrice y =z .

Exemple 1.3 Déterminez les points fives de la fonction g(zx) = (x* — 3)/2

p=glp)ep=0p-3)/2p=—1p=3

On a deux point fixe p = —1 et p = 3 qui sont montrés dans la figure 1.2

Dans cette section, nous considérons le probleme de la recherche de solutions aux problemes
de points fixes et la connexion entre les problemes de points fixes et les problemes de recherche
de racines que nous souhaitent résoudre. Les problemes de recherche de racines et les problemes
de points fixes sont des classes équivalentes dans le sens suivant :

6



1.3. Méthode du point fixe

FIGURE 1.2 — Points fixes de g(z) = (z* — 3)/2

Résoudre f(x) = 0, revient a définir une fonctions g(z) tel que le point fixe p de g(x) vérifie
f(p) = 0.Par exemple si

g(x) =x+ f(x) ou g(x) = x + 5f(x) ou.....

On voit bien si p = g(p) alors f(p) = 0 et inversement si f(p) = 0 alors g(p) = p.

L’itération du point fixe :

Pour approximer le point fixe d’une fonction g, nous choisissons une valeur initiale py et générons
la séquence {p,} -, en mettant

Pn = g(Pp-1), pourn > 1. (1.6)

Si la séquence (1.6) converge vers p et g est continue, alors
p = lim p, = lim g(p, 1) = g(lim p, 1) = g(p) (L.7)

L’ordonné g(pg) est la nouvelle abscisse p; ; le point (p;,0) se déduit du point (0, g(po)) par
une symétrie orthogonale par rapport a la droite y = z.En générant la suite (1.7),on peut
rencontrer deux dispositions de la suite pg, p1, ..., correspondant soit & un point fixe attractif
(on s’approche du point fixe) ou un point fixe répulsif (on s’éloigne du point fixe),comme nous
le montre la figure(1.3).

Point fixe repulsif

s Point fixe attractif 6
y=g(=
y = g(z) 55¢
5 Yy=ux
sk
4 45 A
| : ! 4r
=3 | Lo >
| (- 35F |
| (. :
2r ‘\ : : i | ! :
: : : 250 : : |
1 | | | y=x | | !
| [ 2r | ! :
| |
, ___ Po] Py Py ipy " ‘ PP P
1 2 3 4 "5 6 5 2 25 3 35 4
T x
(a) Convergence (b) Divergence

FI1GURE 1.3 — Itération du point fixe

Théoreme 1.2 Théorie de l’existence et de la convergence de l'itération du point fixe
Soit g € C([a,b]) avec a < g(x) < b pour tout x € [a,b] :

7



1.3. Méthode du point fixe

1. g a au moins un point fixe p € |a, b

2. Sl existe une valeur k < 1 tel que

l9(z) = 9(y)| < Kl —y| (1.8)

pour tout x ety dans [a,b], alors

(a) p est unique

(b) L’itération p,+1 = g(pn) converge vers p pour toute valeur initiale py € |a, b
(c) L’erreur estimée

an
— < — 1.9
[P =pul < 7P = w0 (1.9)
3. St la dérivée de g est continue sur [a,b] avec
max |¢'(z)] =k < 1 (1.10)

z€[a,b]

(a) p est unique
(b) L’itération p,+1 = g(p,) converge vers p pour toute valeur initiale py € |a, b]

(c) L’erreur estimée

K;n

lp—pn| < |p1 = pol (1.11)

I

(d) on a la limite

lim P — DPn+1 - /(p)

Démonstration : Définissant h(z) = g(x) — x alors

h(b) =g(b) =b <0
et

h(a) = g(a) —a >0
Par conséquent, le théoreme des valeurs intermédiaire (A.1) h a une racine p € [a,b]; ainsi
h(p) = 0, qui implique que p = g(p) qui démontre (1).
Supposons maintenant que (1.8) est vérifié,et qu'un deuxieme point fixe existe,q € [a, b].Ainsi
on a

et

de sorte (de (1.8))
Ip—al =19(p) — 9(a)| < &lp — 4
qui implique
lp—ql(1—£) <0
Puisque 0 < k < 1, la seule fagon que |p — ¢q| < 0 soit vrai est p = ¢ ,ce qui implique que le
point fixe p est unique d’ou (2) est prouvé.

Considérons maintenant 'itération (1.6) et la définition du point fixe (1.5). Si nous soustrayons
et prenons des valeurs absolues, nous obtenons

P — Pnga| = 9(p) — 9(pn)| < Elp — Pyl (1.12)

8



1.4. Méthode de Newton-Raphson

Maintenant écrivant l'erreur e, = |p — p,| et I"équation (1.12) devient e,41 < ke,. Par
la récursivité on aura e, < K"eg, d’ou il résulte que e, — 0 quand n — oo ;par conséquent,
l'itération converge. Cela prouve (2b)

Finalement ,nous notons que

lp —pol = |p — g(po) + 1 — po| < |9(p) — 9(po)| + |1 — po| < Klp — po| + |p1 — pol

D’ou il résulte que

1
lp — pol < _FL|P1 — pol

1

Pour que

K:’I’L

en < K'ep < : Ip1 — pol

—K
ce qui prouve (2c).

Nous notons maintenant que (1.10) implique (1.8), de sorte que (3a)-(3c) suivent exactement
(2a)-(2c). Il ne reste plus qu’a prouver (3d).

Nous avons, de (1.6) et (1.7), et du théoreme (A.2) que

P = Pas1=9(p) — 9(pa) = 9'(&) (P — Pa)
D’ou
P~ Pt
D —Dn
puisque &, — p est forcé par la convergence de p,, vers p

=9'(&) = ¢'(p)

Exemple 1.4 La fonction f(z) = e* —x — 2 a une racine p € [1,2]. Utiliser la méthode du
point fize pour calculer cette racine avec un test d’arrét |xp,q — xx| < 1077,

On a f(1).f(2) = (—0.2817).(3.3890) < 0, donc il existe p € [1,2] tel que f(p) = 0. Pour
pouvoir utiliser I'itération du point fixe,on tire une équation = = g(x) de f(x) = 0.

1.
e —rx—2=0czr=¢"—-2=g(x)

lg' ()| = |e"| > 1 Vzx € [1,2] litération du point fixe x1 = g1(xy) diverge

ef—r—2=0c"=r+2=>r=n(r+2) = g(x)

O

) <1 Vz € [l1,2] l'itération du point fixe x4 = ga(x)) converge
&

Pour 2y =1
p1o = 1.146196 est une bonne approximation a solution de f(x) = 0 dans U'intervalle [1, 2]

1.4 Meéthode de Newton-Raphson

La méthode la plus courante pour résoudre des équations non linéaires est la méthode
d’itération de Newton-Raphson (N-R). Un gros avantage est que si elle converge,elle converge
plus rapidement que les méthodes discutées précédemment. La convergence est d’ordre 2 , ¢’est-
a-dire que l'erreur a chaque étape est proportionnelle au carré de I'erreur a 1’étape précédente.
11 existe deux bonnes dérivations de la méthode de (N-R), une géométrique et une analytique.
Nous allons discuter des deux, en commencant par la dérivation géométrique.




1.4. Méthode de Newton-Raphson

10

TABLE 1.2 — Litération du point fixe

k| xi = g1(x) | Trp = golar)
0 2.48168 1.252762
1 9.96145 1.179504
2 21191.52 1.156725
3 Inf 1.149535
4 Inf 1.147254
5 Inf 1.146530
6 Inf 1.146300
7 Inf 1.146227
8 Inf 1.146204
9 Inf 1.146196

= 2001

F(po)

Do

FIGURE 1.4 — Itération de Newton-Raphson

Considérez la figure (1.4). Nous souhaitons trouver une racine,de y = f(x), étant donné
une estimation initiale py .Comment pouvons-nous amdéliorer cette estimation pour obtenir une
meilleure approximation ?L’idée fondamentale de la méthode de (N-R) est d’utiliser ’approxi-
mation de la ligne tangente a la fonction au point (po, f(po)) et au lieu de chercher 'intersection
de la fonction f avec 'axe des « ,on cherche le point d’intersection de cette droite tangente
avec I'axe des .

F'(po) = tanf = f(po)
Po — 1
d’ou o
_ ., _ J\Po
b1 = Do f’(po) (1'13)

Maintenant, continuons le processus avec une autre ligne droite tangente en (p1, f(p1)) pour
obtenir
f(p1)

f/(pl)
I J(px)
Pr4+1 = Pk F(pe)

La deuxieme dérivation de la méthode de (N-R) dépend du théoreme de Taylor (A.3). Soit
f(z) e C*I C R.

b2 =p1 —

ou, généralement,

(1.14)

/(€
2

(z —po)?, €€ [z,po]

f(@) = f(po) + f'(po)(z — po) +

10



1.4. Méthode de Newton-Raphson
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Pour p racine de f ;on a f(p) =0 ,d’ou

f"(€)
2

I (O (5
f'(po)  2f"(po)
Si la valeur approximative pg est suffisamment proche de p, Le terme

"

= 1O

2f"(po)
peut étre négligé.L’équation restante ne donne pas la valeur exacte p,mais une solution
approximative améliorée par rapport a la valeur de départ pg.Poursuivant ainsi, a partir d’une
approximation p,,une approximation améliorée p, .1 peut étre obtenu par la regle d’itération

suivante
f(pr)

Pl = Dk — o) o(pr) k=0 (1.15)

0= f(po) + f'(po)(p — po) + (p—po)?

Il faut examiner a quelle condition une valeur initiale py doit répondre,pour créer une séquence
d’itération {p,} -, convergente. La convergence est assurée selon le théoreme du point fixe
(1.2),s1 |p(z)| < k < 1 pour tout z € I.

@) @)
M= w A T
Soit la condition suffisante pour la convergence
‘i%%%?-éﬁ<l (1.16)

La méthode d’itération de Newton peut échouer si la condition (1.16) est violée. La figure (1.5)
illustre deux cas de divergence. Estimation des erreurs : Dans la méthode (N-R), le test

Po — P1

o N o [\&
0.5 O :

-3 -2 -1 0 1 2 3 0 1 2 3 4 5

FIGURE 1.5 — Divergence de l'itération de Newton-Raphson

d’arrét généralement utilisée est |ppr1 — pr| < €
Mais 'estimation de l'erreur est plus complexe. Pour cela, on suppose que la fonction f est
deux fois différentiable dans I et que

(@)= k>0 et [f'(z)| <K (zvel)

11



1.4. Méthode de Newton-Raphson 12

Le développement de Taylor de f autour de p est

f@) = fp)+ @ —=p)f(&) = (@—p)f&) (€€lzp)

Pour x = p,,1 on a

fPnr1) = f0)+ D1 =)&) (€ € [Prt1: D))
| f (Pns1)] [Pt — Pl f'(6)]
[Pt — plk (1.17)

Y

Le développement de Taylor de f autour de z = p,, est

f@) = flpn) + (@ = pa)f'(Pn)
b S -mf(E) (€ € lom)

Pour z = Pnt1

fpna) = ch (Pn) + (Prt1 = p) S’ ()
+ SEnn = pa)’f(E) (€ €z, )
= S nt B (E)
i)l = lps —pal 7€)
< Slpnst K (1.18)

Les inégalités (1.17) et (1.18) résultent

1
[Png1 — plk < |f(pri1)| < §|Pn+1 — pul’K
Soit K
|pn+1 - p| < %lpn—i—l _pn|2 (1'19)
L’estimation d’erreur (1.19) est appelée estimation a posteriori.

Une autre estimation approximative peut étre décrite : supposons que p,, differe de la racine p
dune petite quantité e,,ainsi p, = p+ <, et ppr1 =p+€pa1-

flp+en)
T Eny1 =P+ En—
y ot =P F(o+en)

f(p) +enf (p) + 35" () +
f'(p) +ef"(p) +
en'(p) + 350" (0) + -
f(p) +ef"(p) +
- ef"p) _ 1. /")
2[f'(p) +ef ()] 2" f(p)

(1.20) est obtenue en négligeant les puissances supérieures de &,,.

En+l = En —

:gn—

(1.20)

12



1.4. Méthode de Newton-Raphson

13

Exemple 1.5 La fonction f(x) = xzlnx — 1 a un zéro dans lintervalle [1.5,2] ; Nous recher-
chons l’estimation a posteriori de la regle d’itération de Newton-Raphson.

Solution : La fonction f/'(x) = Inz + 1 est strictement croissante sur [1.5,2] alors sa valeur

minimale est f’(1.5). Donc
If(2) >Inl5+1>14=k

La fonction f”(z) = 1/x est strictement décroissante sur [1.5,2] alors sa valeur maximale est
f"(1.5).Donc

1

Il en résulte une estimation a posteriori

|pn+1 - p| S 025|pn+1 - pn|2

Exemple 1.6 Calculer la racine de la fonction f(x) = e* —x* + 2w — 2 dans Uintervalle [0, 1],
avec une précision € = 5.107°.
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Chapitre 2

Interpolation Polynomiales

2.1 Introduction

Le probleme est le suivant : a partir d’'une fonction f(x) connue seulement en (n + 1)

points de la forme (x;, f(x;)) pour {i = 0,1,2,...,n}, peut-on construire une approximation
de f(x), et ce, pour tout x? Les x; sont appelés abscisses ou nceuds d’interpolation tandis
que les couples (z;, f(z;)) pour {¢t = 0,1,2,...,n},sont les points de collocation ou points

d’interpolation et peuvent provenir de données expérimentales ou d’une table. En d’autres
termes, sil’on ne connait que les points de collocation (z;, f(x;)) d’une fonction, peut-on obtenir
une approximation de f(x) pour une valeur de « différente des z;.

Si x se situe en dehors de cet intervalle, le probleme est appelé extrapolation. Le probleme
de l'interpolation polynomiale consiste a trouver un polynéme P, (x) de degré inférieur ou égal
a n, tel que P,(x;) = f(x;) pour {i = 0,1,2,...,n} A travers deux points distincts, nous
pouvons construire un polynome unique de degré 1 (Fig 2.1 a ). A travers trois points distincts,
nous pouvons construire un polynoéme unique de degré 2 (Fig 2.1 b) ou un polynéme unique de
degré 1 (si les points sont alignés). A travers quatre points distincts nous pouvons construire
un polynome unique de degré 3 (Fig 2.1 ¢) etc. ... En général, par n + 1 points distincts, nous
pouvons construire un polynome unique de degré < n.

Théoreme 2.1 : Etant donné n + 1 points distincts xg, .., x, et n+ 1 valeurs correspondantes
Y0y -, Yn, il existe un unique polynome P,(x) de degré < n tel que P,(x;) = y; pour i =0, ...,n.

2.2 Méthode directe

Une maniere apparemment simple de résoudre ce probleme est d’écrire le polynome sous la
forme :

P.(x) = chpk(x) pe=2" (k=0,1...,n) (2.1)
k=0

(a)

-

Wk O ® O
T T T T T
I I I I I

BN O N A O
T T T T T

210123 —2-10 1 23
FIGURE 2.1 — Graphes de polynome de degrés 1 ,2 et 3
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2.3. Méthode d’interpolation de Lagrange

Le probleme d’interpolation conduit alors au systeme d’équations linéaires dont les constantes
¢; a déterminer.

Po(z;) = f(as) (22)
) @} g\ [ co f (o)
20l | | a _ f(z1) (2.3)
2 2 o) \e f(@n)

Résoudre un tel systeme d’équations a (n+ 1) inconnues n’est pas une tache triviale. Cette
méthode pour trouver le polynéme P, (z) n’est donc pas une bonne méthode en pratique. Dans
la suite on va étudier des méthodes plus astucieuses pour construire le polynéme. P, (x;).

2.3 Méthode d’interpolation de Lagrange

Dans ce cas, toutes les fonctions pi(x) sont des polynémes de degré n. Qui seront notées
Li(x)

Définition 2.1 Le polynome suivant est appelé polynome de Lagrange

T — I

Li(x) = ][] —— (h=01....n) (2.4)
i=0,ik kT T

Pour satisfaire (2.2) les polynémes de Lagrange ont donc la propriété :

1=k

Exemple 2.1 A titre d’illustration, nous considérons un probleme d’interpolation avec les
points sutvants : xg = —2; x1 =0 et x5 = 1.

_ T—T; x(z—1) _2z=1)
(SRl U Gl e R
_ r—z _ (2+2)(x-1) (z+2)(z—1)
bnz) _71=]0;[751 T — T (0+2)(0-1) - 2
_ rT—T; (x+2)z - (2 +2)
e ¥ o e [ R

Aux points d’interpolation x; , la propriété (2.5) s’applique au polynéme d’interpolation. Et
puisque P, (z;) = f(x;) alors ¢; = f(x;) et le polynome d’interpolation de Lagrange s’écrit :

Po() =Y flar)Li(w) (2.6)
k=0
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2.3. Méthode d’interpolation de Lagrange

Exemple 2.2 Nous recherchons le polynome d’approximation pour la fonction y = sinx qui
passe par les trois points (0,0),(7/2,1) et (m,0).

Les polynomes de Lagrange sont :

Et le polynome d’interpolation de Lagrange est :

(x —m/2)(x — ) x(zx —m) x(r—7/2) x(x—m)

P — U. . 5 =
) =0y Y Ty =
1,,
—— sinx
0.8 1 — Py(x)
0.6 |
DS
0.4 1
0.2 1
0 : .
0 05 1 1.5 2 25 3

FIGURE 2.2 — Graphes sinx et Py(x)

Exemple 2.3 Nous recherchons le polynome d’approximation pour la fonction y = sinx qui
passe par les quatre points (0,0),(7/2,1),(m,0) et (37/2,—1) .

Les polynomes de Lagrange sont :

Lo(z) = (x —z1)(x — 22)(x — x3) _ (x —7/2)(x — ) (x — 37/2)

(2o = 21) (20 — 22)(T0 — T3) —3m3/4

Li(2) = (x —z0)(® —x2)( —23)  @(v—7)(T — 37/2)

(21 — x0)(21 — 22) (27 — 3) 73 /4
o) = (x —xo)(x —x1) (¥ —23)  w(w—7/2)(T — 370/2)
L2< ) a (332 — $0)(.I’2 — I1)<ZIZ‘2 — 5173) a —773/4

(w3 —20) (23 — 11) (203 —12) (2 —7/2)(x —7)
La(2) = (x5 — m0) (w3 — 71) (13 — 13) 3m3/4

16



2.4. L’erreur dans l’interpolation polynomiales
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Yy — sinx
05 | — Py(2)

—0.5 ¢

-1t

FIGURE 2.3 — Graphes sinx et Ps(x)

Puisque f(xg) = f(x2) = 0 on a besoin seulement de L;(z) et L3(x) pour écrire le polynéme
d’interpolation de Lagrange
z(z —m)(z —31/2) rv(x—m/2)(x —7) 8x(x —7)(v—2m)

o) == T Geme 3

Exemple 2.4 Nous recherchons le polynome d’interpolation de Lagrange qui passe par les
points (—1,1),(1,—1),(2,4) et (5,1).

Les polyndmes de Lagrange sont :

(x —z1)(x — 22)(x — 3) (x —1)(x —2)(x —b)

Lo(z) = N T =
Li(z) = (;f:;o))gl—_ 3;22))((:;—?1)3) GRS, - 2)(x — 5)
Lo(z) = (;;’3_—;0))((52 = 1;))(@;73?3) GRS, - 1)(z — 5)
)= e~

Et le polynome d’interpolation de Lagrange est :

Py(z) = (- 1)(:163—62)(1’ =5 (z+1)( g 2)(x — 5)
r+1)(z —1)(x—5) N (x+1)(z—1)(x—2)

9 72

2.4 L’erreur dans l’interpolation polynomiales

L’interpolation permet, a partir d’'un certain nombre de données sur les valeurs d’une fonc-
tion, de faire 'approximation de f(z) en tout point x. Toutefois, cette opération entraine une
erreur d’interpolation qu’il convient d’étudier en détail

17



2.5. Méthode d’interpolation de Newton
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Théoreme 2.2 Soil xqg < 11 < To... < x, les abscisses des poinls de collocation. On suppose
que la fonction f(x) est définie dans lintervalle [xq,x,]et qu’elle est (n + 1) fois dérivable
dans |xg, x,[. Alors, pour tout x dans l'intervalle [xo, z,], il existe £(x)appartenant a lintervalle
|z, xn| tel que Uerreur E,(z) est donnée par :

f(n+1)
(n+ 1

H (x — ;) (2.7)

=

En(r) = [(2) = Po(r) = ————=~7—

Exemple 2.5 Estimez l’erreur dans ’exemple 2.3

sin (n+1) 5

Ey(z) |= ~ Pyx _‘
| Eafa) =] sine = Paa) = | T

]|x—oxx—wmxx—wxx—&vm|

&(z) €10, 3m/2] alors

ainsi :

sin(f(aj))‘ <1oet (n+1) =4l =24

| sinz — P3(z) |< 2—14 | z(x — 7/2)(x — 7)(z = 37/2) |

Pour chaque z donné on peut trouver une borne de l'erreur. Et sur 'intervalle entier on
utilise le graphe de y = z(z — 7/2)(x — 7)(x — 37/2) :

| 2(x — 7/2)(z — m)(x — 37/2) |< 6.088068199

Ainsi la borne d’erreur est :

1
| sinz — P3(z) |< v | 2(x —7/2)(x —m)(x — 37/2) |< ﬂﬁ 088068199 = 0.25367

2.5 Meéthode d’interpolation de Newton

La méthode de Lagrange permet de trouver le polynome d’interpolation mais elle n’est pas
la plus efficace d’'un point de vue pratique. En effet, pour calculer le polynome d’interpolation
d’un ensemble de (n+ 1) points on doit calculer les (n + 1) polynémes Ly, L1, . .., L,,.Si ensuite
on ajoute un point d’'interpolation, on doit calculer les (n+2) polynomes Lj, L’17 e L(n +1) qui
different tous des (n + 1) calculés précédemment (comparez exemple 2.2 et 2.3). La méthode
de Newton est basée sur le choix d’autre fonctions de base de sort a ce que 'ajout d’un point
comporte juste I'ajout d’une fonction c.a.d. un polynome . Dans la méthode de Newton les
polynomes de base sont :

po(z) = 1
pi(z) = (¥ —m) (2.8)
() = (r—x0)(x—21)...(x — Tp1)
La forme générale est :
k—1
pr(z) = [ (& — =) (2.9)
=0

Pour les points de collocation ces polynomes ont la propriété suivante :

18
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() =0 (i<k) (2.10)

Cela signifie que po(x) est non nul pour tous les nceuds. Le polynome p;(x) est nul en x
et il est non nul pour les autres nceuds. Le nombre de zéros parmi les points de collocation est
toujours en augmentation continue jusqu’a ce que le dernier polynéme p,(z) est nul pour tous
les nceuds de xp a x,_1. Et ne differe de zéro que pour x,,.Cette propriété garantit ’approche

P,(x) = Z cepr(x) = co + c1(x — x0) + o — o) (x — 1) ... (T — Tp1) (2.11)
k=0

D’ou

Po(wo) = f(x0) = co
P.(x1) = f(z1) =co+ c1(z1 — x0)
P.(z9) = flx2) =co+ c1(xa — o) + ca(xe — x0) (20 — 27) (2.12)

P.(xz,) = flxn) =co+cr(xn —x0) + +cn(xn — x0) (2 — 1) (X0 — Tp1)

Cela conduit a la détermination des inconnues c;

co = [f(wo)
o — 1)~ Fw) (2.13)
T1 — Ty
fe)=fla1) _ flaey)=f(xo)
02 — r2—T1 T1—xo

To — X

Nous introduisant maintenant la notion de différence divisée.

Définition 2.2 : Différences divisées
Soit {(z;,y;) i=0,1,,n} un ensemble de (n+1) points distincts. La différence divisée d’ordre
0 pour xz; est simplement la valeur de f(x) en ;.

[l = f(x) (2.14)

La différence divisée d’ordre 1 de x; et x;, 1 est

f[$i+1] - f[il?z]

iy Titl| = 2.15
flas i) = LS (2.15)
La différence divisée d’ordre 2 de x; , x;11 et T;yo.

f[ﬂfi737i+1,37i+2] = f[xinHQ] — f[x“xiﬂ] (2-16)

Tit2 — Tj

La différence divisée d’ordre n des (n + 1) points {x;,,xni1} est définie par récurrence en
utilisant deux différences divisées d’ordre n — 1 comme suit :

Flts oo Tign] = FlTists s Tign] = flTi, s Tign1] (2.17)

Titn — Tj
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2.5. Méthode d’interpolation de Newton

Pour expliciter le processus récursif, les différences divisées peuvent étre calculées en les
disposants de la maniére suivante dans un tableau :

v | flo] | fled, vl | flee v, vige] | fl@s, Tigr, Tigo, Tiygs)
To | flwo)

f[x()» 151]
T f[xl] f[x07x17x2]

f[x17x2] f[$0,$1,x2,$3]
P f[l'g] f[l‘b Ta, :E3]

flr2, x5 floy, xo, 73, 4]
w3 | flws] flwa, x3, 24

f[l‘g,l‘4] f[$2,1’3,1‘4,l‘5]
Ty f[l’4] f[$3, Ty, $5]

f[l'4, $5]
w5 | flws)

Théoreme 2.3 Formule de Newton
Soit {(z;,y;)) i=0,1,...,n} un ensemble de (n+ 1) points distincts. Le polynome d’interpo-
lation de Newton est donné par :

P,(x) = flxo] + Z flzo, x1, yxi)(@ — zo)...(x — xp-1) (2.18)

k=1

Exemple 2.6 Trouver le polynome d’interpolation de Newton qui passe par les points (—1,1),(1,—1),
(27 4)7 et (57 ]‘)'

En utilisant la diagonale supérieure ,les coefficients (en gras) du polynome de Newton sont mis
en évidence dans le diagramme suivant

T; f[37z] f[m, $i+1] f[ll?z‘, Tit1, $¢+2] f[:c,i, Tit1, Tit2, $z+3]
-1 1

—1-1

-1 -1 -

5—(—1

1 -1 5~ (1) =2

4-(=1) _ 52 _

Sev| | e

2 4 - 5-1) 2

52— 1
5 1

Ainsi, le polynome d’interpolation de Newton est écrit sous la forme :

Pye) = 1=(@+1)+2a+1)@—1)— %(.@ (= 1) (- 2)

On peut aussi utiliser la diagonale inférieure et les coeflicients en gras dans le tableau sui-
vant :
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v, | flo] | flot,ziga] | flee T, @ige] | fl@i, g, iy, Tigs)
—1 1
11
ey = 5—(-1)
1| -1 D g
4-(—1) _ B9
L _ 5 e =-T/12
2 4 503y =-3/2
1-4 _
|
5 1

1—(x—5)——(x—5)(x—2)—1—72(17—5)(56—2)(1:—1)
7, 19, 5 19
e T S T
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Chapitre 3

Intégration Numérique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier des méthodes pour approcher les intégrales de fonctions.On
sait bien qu’il n’est pas toujours possible, pour une fonction arbitraire, de trouver la forme
explicite d’une primitive. Dans les méthodes d’intégration, I'intégrale d’une fonction f continue
sur un intervalle borné [a, b] est remplacée par une somme finie. Le choix de la subdivision de
I'intervalle d’intégration et celui des coefficients qui interviennent dans la somme approchant
I'intégrale sont des criteres essentiels pour minimiser 'erreur. Ces méthodes se répartissent en
deux grandes catégories : les méthodes composées dans lesquelles la fonction est remplacée par
un polynéme d’interpolation sur chaque intervalle élémentaire [x;,x;1;] de la subdivision de
[a,b] ([a,b] = U,[zi, xit1]) et les méthodes de Gauss pour lesquelles les points de la subdivision

sont imposés.
b

La méthode de base impliquée dans I'approximation de f f(x)dx est appelée quadrature numérique.
a
b

Elle utilise la somme Y | w; f(x;) pour Papproximation de [ f(z)dx.

a
La méthode de quadrature dans cette section est basée sur l'interpolation polynomiales

étudiée dans la Chapitre 2. L’idée de base est de sélectionner un ensemble de points {zg, x1, ..., 2.},
de 'intervalle [a, b]. Puis intégrer le polynome de Lagrange.
On a :
fr(E () T
P, — T 3.1
() ey | Gt (3.1)
Avec

Ainsi :

b . . (1)
/f(a:)dx = /izo f(xi)Li(:c)dx—l—/g(:c—xi)f(T(glg!))dx (3.3)
b
RN : JrY(E()

a
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Avec
¢(z) €la,b] pour chaque = et

b
a; = /Li(:r)dw 1 =0,1,,n. (3.4)

a

et la formule de quadrature est ainsi

b

/ flz)d ~ Za f(z:)dz (3.5)

a

Avec 'erreur donnée par

b n
E(f 5 / TG — o) F*Vie(a))da (3.6)

=0

3.2 La regle du trapeze

Nous commengons par 'application la plus simple de I'intégration numérique basée sur I'in-
terpolation. Soit f(x) une fonction continue ainsi que sa premiere dérivée et cela sur I'intervalle
[a,b].Soit g = a; 1 = b;h = b — a . Considérons le polyndme interpolant de degré 1 Pj(x)
passant par (zo, f(xg)) et (z1, f(z1)) ansi que le terme d’erreur

(x — o) (x — x7)
To — Ilf(:EO) - Tr1 — l’of(xl) + 21

Tr— T T — To

f(z) = Py(x) + E(f) = (&) (37

Intégrant les deux membre de 1'équation (3.7)

/f(x)d:c = /P1 (x)dz + /E(f)dx (3.8)
o2s) xQ xo
La premiere intégrale de droite donne
xq 1 X1 h
r— T t—xo , _h
[ P@de=gm) [ 22 do s fo) [ S = S + @) (39
o xo xo

La formule (3.9) calcule Iaire du trapeze(figure 3.1) d’ou le nom de regle du trapeze
Le terme de l'erreur est

[ Ethdr = 5179 [0 an)(o — 2 (¢ (3.10)

En utilisant le théoreme des valeurs moyenne des intégrales on aura

[ Bir= 571 [ - - eie =150 .1)
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3.2. La regle du trapeze 24

I= [ f(x)de =~ %(f(a) + F(b))

ol f(a)

y=f(=)

F1GURE 3.1 — l'approximation de l'intégrale par I’aire du trapeze

La regle du Trapeze simple est :

Avec une erreur

Exemple 3.1 Utilisez la regle du trapéeze simple pour faire une approrimation a

2
/ In zdx
1

Et trouvez une limite supérieure pour l’erreur .

2

/ln rdr ~

1

(In2+1In1) = 0.3466

N =

L’erreur dans la regle du trapeze est —h%f"(£)/12 avec 1 < & < 2 puisque [ (z) = —1/2? :

1

1
<~ 0.0834 12
e S 13 & 0083 (3.12)

Ainsi

2
0.3466 — 0.0834 < /ln xdr < 0.3466 + 0.0834
1
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L’intégrale peut étre calculée exactement en utilisant 1'intégration par parties :

2

/mxdx =xlnzl —z)? =2In2 — 1 ~ 0.386294 (3.13)
1

De I'équation (3.11) on voit que Uerrcur dépend de h ,’amélioration de la précision de la
méthode du trapeze ,consiste a réduire la valeur de h en décomposant 'intervalle [a,b] on n
sous-intervalle de longueur h = b_T“ (Fig 3.2 ). Les différents points engendrés sont notés x; pour
1 =0,1,2,...,n.Les valeurs aux extrémités sont a = x¢ et b = z,, .Dans chaque sous intervalle
[x;, x;11] on applique la régle du trapeze.

f(=z)

[ Tl g T - Tp2 Tp_1In=0b x

FIGURE 3.2 — décomposition de 'aire en n trapeze

[rwie =Y [ s
a i=0 Zq
= 2 )+ )+ L) F) o s+ ) = 3 ()
= (3.14)
_h b 2n_1 L "(
S LGRSICEEI I B SETT

En utilisant le théoreme des valeur intermédiaires généralisé, le terme d’erreur peut étre
écrit :
3

h? h
S Z () = nﬁf’/(c), a<c<b (3.15)
i=0

La regle du Trapeze composée est :

/ Fl)dr = & (a) + 27 (1) + 27 (@), 2 o 1) + F0)
Avec une erreur )
E([)z—%f”(c); a<c<b
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