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Avant-propos

Ce polycopié¢ de mécanique rationnelle « exercices résolus » s’adresse plus particulierement aux

étudiants de 2°™ année de Licence (LMD) aussi bien qu’aux étudiants de 2°™ année Ingénieurs du
domaine sciences et technologies (Génie civil, Génie mécanique, et travaux publics). Il leur propose de

mettre en application les notions de base de cette matiére fondamentale du socle commun.

Plus d’une vingtaine d’exercices, tous résolus, leur sont proposés. En plus de la géométrie de

masse, ces exercices couvrent la statique, la cinématique, et la dynamique du corps solide rigide.

L'¢laboration du contenu de ce polycopié a été réalisé sur la base du programme officiel établi
par le ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique. A travers ce polycopié,
I’étudiant sera capable de non seulement identifier la nature du probléme lui faisant face, mais aussi
d’avoir les outils mathématiques ainsi que les notions fondamentales indispensables qui lui permettent
de le résoudre, et par la suite posséder, les connaissances préalables aux disciplines dont les

enseignements font appel aux concepts fondamentaux de la mécanique rationnelle.

Je ne saurais terminer sans remercier mes colleégues, Monsieur El Habib BELARBI, Professeur a
la faculté des sciences de la matiere, et Monsieur Kada DRAICHE, Professeur au département de Génie

civil, dont I'expertise a été précieuse pour l'élaboration de ce polycopié.

Dr. BOUAMOUD Benameur.
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Chapitre 1 : Rappels mathématiques (éléments de calcul vectoriel)

Exercice 1.
Soient les vecteurs :

—

V, =20+ 3k, V,=4i+vyj+zk, Vo=31—-j+4k, V,=—-127+yj+3k

— —
e Trouvery et z pour que V; etV, soient colinéaires.

e Trouvery pour que V; et 74) soient orthogonaux.
Solution
o 71) et Vz) colinéaires, alors Vl)/\ Vz) =0

0 3
y z

2
4

- 12 3|
l4Z]+

=l
Il
ol

U
&N~
N W &

I

< o

—J
0
y

= —3y7—-(2z—-12)J+2yk =0
dou:y=0,z=6
° 73)6‘[?4) orthogonaux, alorsV;- V‘; =0
=>-15+y+12=0

dou:y=3
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Exercice 2.
Soient les vecteurs :

—

V,= —457+157-3k, V,= —37+1/-2k , Vs= —571+4j+k.

e Déterminer : 71) . 72) et 71) AV,

e Déterminer le sens et la direction de 71) par rapport a 72) (sans faire la representation
graphique).

e Trouver les produits : 71) . (72) A 73)) et 71) A (VZ) A V;).

e Calculer la surface du triangle formé par 72) et V;

Solution

e Calculons 71) . Vz) et 71)/\72):

Vi -V, =(—45%x3)+(-1Xx 1.5) + (-3x2) = 21

ViAV,=|—45 15 -3|=0
3 -1 2

e Comme le produit vectoriel est nul, alors 71) [ 72) ,
Et comme le produit scalaire est négatif, alors ils sont de sens opposé.
o Vi -(uAV) =V, -(-91—7]+7k)=09. 7
o Vi A(lzAV3) =V, A(=9T1—77+7k) /

= —10.57+ 58.5 ] + 45k. 7\‘

La surface S du triangle formé par 72) et 73) est:

Dr. BOUAMOUD Benameur 6



[v2nvs]

S= ;
2

V2 A V5| = =92 + (=72) + 72 = 13.38.

D’ou:S = 6.69.

Exercice 3.

- Trouver le volume du parallélépipede formé par les vecteurs 71), VZ), 73) , tels que :

Solution

Il suffit de calculer le produit mixte des trois vecteurs Vl) (72) /\73)) qui représente le volume v du

parallélépipede formé par ces vecteurs,
v=|V - (VAV5)| = |-22] = 22

Exercice 4.

Soient :

f(x,y, z) = x? + 5xy + z (fonction scalaire)
F(x,v,2) = 2x3 T+ zy ] + 5xyk.

X, Y, z sont des variables indépendantes. Trouver :

e Legradientdef(x,y,z): Vi(x,y,z)

o div(F)
e T0t(F)

Dr. BOUAMOUD Benameur 7



Solution
o grad(f)=Vf(x,yz) = g—£?+z—£j’+z—£z=(2x+5y)?+ Sxj+ k
o div (ﬁ) =V -F(x,y2) = (i?+if+%z)-(2x3?+ zyJ+ SxyE) =6x’+z

o r—ot)(l?')=V/\ﬁ(x;y;Z)=

dF, 0F,
G S A - E'/ay az\ ;
_aaa_aaa_|aaaz¢z|_x5‘y
ox 09y oz| |ox 9y 9z| |9z x| d
3 J0F, OF 0
E K K 2x zy 5xy \_y__x
dx 0dy
Exercice 5.
Soit le torseur [Ty ], défini par les vecteurs :
V.= -27+3]-7k, V,=31-]—k, Vo= —1-27+8k

définis dans le repére orthonormé R(O, 7, J, E) aux points A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) respectivement; et

R,=47-j+ 15k

le torseur [T,]o = {_, o
207 My = =37+ 6] + 12Kk

Déterminer :

e Les éléments de réduction du torseur [T;],.
e Le type des torseurs [T;]p et [T2]o.

e Lasomme des deux torseurs.
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Solution

Y97 \M,, = OAAV, + OBAV, + OCAV; = T+ 6]

e Le type des torseurs :

R, =0
L7, . [Ty], est un torseur couple.

Comme [T;], = {_,
Mo # 0

Comme ﬁz #0et ﬁz . Mzo = 0; [T,], est un torseur glisseur.

e Somme des torseurs :

R,+R,=47—]+ 15k
[Tlo = [T1lo + [T2]o = {—» vroe _,] S -
0 - M]_o + M20 - _2l + 12_] + 12k

Dr. BOUAMOUD Benameur



Chapitre 2 : Généralités et définitions de base

Exercice 1.

- Trouver la résultante (module et direction) des forces F, représentées sur la Figure suivante:

F, =15 kN

Solution

La résultante des forces : R = Z?ﬂﬁ = Fl) + Fz) + Fé ————— (01)
Projection de |’équation (01) :

Suivant I’axe Ox :

+

—
Ry = Fix + Fox + F3y

= 155in40° — —(26) + 36 cos 30° =16.82 kN

Suivant I’axe Oy :

Ry = Fly + Fzy + F3y

16.82 kN
= 15 cos 40° + %(26) —36sin30° = 3.49 kN
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Module: R = /sz +R,* =17.17kN

Direction: tan@ = % = 0.2075

Dou: 0 = 11.72°

Exercice 2.

- Trouver la résultante et le moment résultant au point O des forces F, exercées sur la poutre

(figure ci-dessous) ;

F, 50N
” _
/| A B F, 60N
Q/' ....................................................... X
/ |
C —_—
« m g 2m F; 20N
On donne : BC = 0.5m. < T |
A

Solution

e la résultante des forces R est :
R=Yt FE=F+FK+FK+FR————- (01)
Projection de I’équation (01) :
Suivant I’axe Ox :

Ry = Fix + Fox + F3x + Fyy

=0+60+20+0=80N
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Suivant ’axe Oy :
Ry = F]_y + Fzy + F3y + F4y

=-50+0+0—-40= —-90N

Module: R = /sz +R,? = 120.41N

Direction: tanf = };—y = —1.125.

120.41N

D’ou: 6 = —48.36".
e Le¢ moment résultant est :
M(F)/0 = OA AF, + OB AF, +0C AF;+O0CAF,
M(E)/0 = (§) AN_50) + (0) A(T) + (Los) ACT) + (L5s) A,
M(F)= -100+0+1— 160 = —250 N.m )

Exercice 3.
- Déterminer les caractéristiques de la résultante R (module, direction, sens, et point d’application)

des forces Fl) , Fz) et Fg) agissant sur la poutre (figure ci-dessous).

Fy = 100N F, = 200N
(I |
/ B D
0% |
/ A $ C
F, = 400N
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Solution

e Module:
La résultante des forces : R = Z?zlﬁ = Fl) + Fz) + F3) ————— (01)
La projection de I’équation (01) sur les axes du repere donne :
Ox : R, = ON (toutes les forces sont verticales).
Oy:R, =—F, —F, + F; = 100N.
Le module est donc : R = R,, = 100N.

e Direction: || a la verticale,
e Sens : sens de la plus grande force (dans le sens des y > 0),

e Point d’application :

Le moment résultant au point O :
M ﬁ —_ — —_ — —_— —
( )/0 = M;(F.) + M;(F;) + M,(F;)
= OEAR=0ANF, +OCAF,+0BAF;
d 0 2 0 5 0 8 0
= (o) Alioo) = (0) Als00)* (0) Alaoo) *(0) A200)
0 100 0 —100 0 400 0 —200
D’ou:d = 2m.

La résultante R est donc appliquée au point E distant de Zm/ o (figure ci-aprés).

Dr. BOUAMOUD Benameur
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/I [
/ E B
O
/ + 4 C
d 3 F3 = 400N
3m ‘l‘ Zm‘_‘ 3m | 2m ‘

Exercice 4.
On considére deux forces E) et 1?2, et R leur résultante représentée par la diagonale du parallélogramme
formé par les forces Fl) et Fz) Si celles-ci font chacune respectivement un angle de 25° et 45° avec la

résultante R ,etsi Fl) a une intensité de 225 N.

- Déterminer les modules des forces Fz) et R.

Solution

D’apres la régle des sinus, on a :

Pour le triangle ABC: L I i S

sin45° sin25° ~ siny

(AB = F,, BC = F,, AC=R); y = 180° — (25" + 45°) = 110°

o

= F,=F, o 134.47 N,
sin110°
R=F, snas 299 N.
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Exercice 5.

On considére un repére orthonormé R(O, 7, J, E) ; soit F une force qui a une intensité de 420 N.
Si la direction du vecteur force F passe par les points A (0,1,-2) et B (-1,-2,2),

Trouver les composantes de la force F.

Solution

., -1
Ona:AB = <—3)
4

g >
Les vecteurs AB et F peuvent s’écrire :

Ou 1yp, est le vecteur unitaire porté par la ligne d’action de F et qui peut étre déterminé comme suit :

. AB  —T-3j+4k

Unp = 5] = 1 = —0.1967 — 0.588] + 0.784k

Les composantes de la force F suivant les axes du repere sont donc :
F= 420(—0.1961 — 0.588] + 0.7841_5)

. [/ —8232
D’ou: F = —246.96 |.

329.41
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Chapitre 3 : Statique

Exercice 1.

Une barre AB de 1 métre de longueur et 10 kg de masse est suspendue par trois cables (F, T et T2) (figure

suivante).
F
T
T ‘47 0,7m —» ) B
o
_l.lb __________ ) ——pe—e—— o — —_
A C B

- Déterminer les tensions des cables nécessaires a 1’équilibre statique de la barre AB pour o 45° et
B=30".

On donne g =9.81 m/s%,

Solution

Pour que la barre AB soit en équilibre, il faut que :

{ YE=T,+P+ F+T,=0....(1)
YiM, 4= AANT;, + ADAP + ACAF + ABAT, =0....(2)

Dr. BOUAMOUD Benameur 16



La projection de I’équation (1) sur les axes du repére donne :

Suivant ox :

_ ° . o _ __ Tycos45°
T1c0s45°+ T, cos 30°=0 = T, = ~ros30° ..(3)

Suivant oy:

T,sin45° =P+ F+ T, sin30°=0...(4)

L’équation (2) peut s’écrire :

(0) A (—T1 cos 45°> N (0.5) /\( 0 ) N (0.7) A (0) N (1) A (Tz " cos 30°) _0
0 T, sin 45° 0 —100 0 F 0/"'\T,-sin30°)

= —50+07F+ T, -s5in30°=0 = T,-sin30°=50—-0.7F ....(5)

La résolution du systéme suivant :

0.707 -0.866 0 T, 0
0.707 0.5 1|-|T,| =(98.1
0 0.5 0.71 IF 50

aboutit aux résultats : T; = 50.13 N ; T, 2~4092N ; F ~4219N

Exercice 2.

Déterminer la tension du cable exercée en B ainsi que les reactions a 1’appui double A (module
et direction) nécessaires a I’équilibre du 'y

solide ABC (Figure ci-contre).

Dr. BOUAMOUD Benameur 17



Solution

Ona:

tan40° = - = 0.839> h = 0.2517m.

03

Pour que le solide ABC soit en équilibre statique, il faut que :

{Ziﬁi: §A+T_B)+ﬁ: 6 ————————————————
YiM(F)JA= ABAT +ACAF =0 ——————————

L’équation (2) peut s’écrire :

0.3 )/\ (—TB-COSZZ") n (0.575 )/\(_OF) =0> TB = 1.414 kN

0.2517 Tp-sin 22° 0.2517
La projection de I’équation (1) sur les axes du repére donne :

Ox: Ryy—Tg €0522° =0 = Ry, = 1.311 kN.

Oy: Ruy +Tg-sin22°—F =0 = R,, = 320.3 N.

Module: R, = /ij + R}, = 1.349kN,

Direction: tanf = iﬂ =0.24 = 6 = 13.49° (par rapport a I’axe Ox).

Ax
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Exercice 3.
Lapoutre AB = L = 5m est considérée en équilibre sur deux appuis (un double et I’autre simple). Une

force de 3 kN agit au point C (AC = 3.5 m) sous un angle de 30° dans le plan vertical (Figure ci-apres).

F

Ca”” \30°B

i 4
» Sm o

Sachant que la masse de la poutre est 750 kg ;
— Déterminer les réactions aux extrémités de cette poutre.

On donne g =9.81 m/s%.,

Solution
yL
* Ry
y 3 B
F;
. C
Rox A . B
A D
_ l VF’
Pour que la poutre AB soit en équilibre, il faut que : Ray P Y
{ Y. Fi=Ry+Rg+P+F=0 ————————————————— (1)
Y M(F)/JA= ADAP+ACANF+ ABARy =0 ——————————— )

L équation (2) peut s’ écrire : (2(')5)/\(_0P) + (365)/\ (:I;zfrfgg) + (g)/\ (ROB) =0=> Rz =4.73kN

Dr. BOUAMOUD Benameur 19



La projection de I’équation (1) sur les axes du repére donne :

Ox: Ryy—F c0s30° =0 = Ry, = 2.59 kN.

Oy: Ruy—F-sin30°—P +Rg =0 = Ry, = 413 kN.

Module: R, = /ij +Rj, = 4.87 kN,

Direction : tanf = 2ﬂ = 1.59 = 0 = 57.84° (par rapport a ’axe Ox).

Ax

Exercice 4.

- Déterminer la tension de chacuns des cables pour que le systéme représenté sur la Figure suivante

soit en équilibre.

On donne g =9.81 m/s%.

Solution

Au point A, on a a I’équilibre:
Yi ﬁi = TB + TC +P=10 (forces concourantes),

La projection de cette équation sur les axes du repére donne :

Ox: —Tg-cos50° + T - cos40” + 0 = 0.

Oy: Tg-sin50° + T;-sind0° — P =0 = Tg-sin50° + T, - sin40° = mg.

Dr. BOUAMOUD Benameur 20



—Tg - c0s50° + T, - cos40” = 0 — — — —(1)

On résoud le systeme d’équations . o . o ;
Tg - sin50 + T¢ - sin40 = 78.48 — — — —(2)

On obtient : T = 60.12 N et T, = 50.44N.

Exercice 5.
Le solide rigide montré sur la figure ci-apreés est soumis a une charge uniformément répartie et deux

forces.

- Trouver les réactions a I’encastrement D, nécessaires a 1’équilibre du solide.
38 kN 12 kN / m

! Loyl

2m

P 4

2m

D] v

Solution

Ona: F;, =12 %4 = 48kN.

Dr. BOUAMOUD Benameur 21



A I’équilibre, on aura :

( YFE=0- R+ F+FK+F=0-—-—-———- (1)

4 i

IKZML(FL)/D = 0 - My + DDAR, + DEAF, + DAAF, + DEAF; =0 — — — — — — — — @)
i

L’équation (2) s’écrirait :
0 Rp, 2 0 -3 0 0 —F;
Mo+ (o) A\l () AN CR) = () AR+ G ACY) =0
P \o (RDy> 4 —F, 4 —F, 2 0
:>MD+0—2F1+3F2+2F3:0=>MD=—148kN.m)

La projection de [’équation (1) sur les axes du repere donne :

Suivant Ox :

Rp, —F3 = 0 = Rp, = F3 = 65kN
Suivant Oy :

Rpy-F1-F2 =0 = Rp, = 86kN
D’ou:

Le module : Ry, = /Rsz + Rp,® = 107.8 kN

La direction de R_D) :

Rp
tang = —=<
R

Dx

AN :

86
Rp = 107.8kN et tanf = G5 1323 = 6 = 52.92°/0x
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Chapitre 4 : Cinématique du solide rigide

Exercice 1.

La poulie A (rayon r, = 50mm) initialement au repos, est actionnée par un moteur qui lui procure une
accélération angulaire a = 0 (rad/s?). Une courroie permet de transmettre le mouvement vers la roue C
(rc = 150mm) ayant un moyen interne D (1, = 75mm) qui tourne avec elle (Figure ci-apres). On
suppose que la courroie de transmission ne glisse pas sur la poulie et la roue C.
- Calculer la vitesse angulaire de la poulie B, la vitesse et I’accélération du point P quand la poulie
A effectue 2 tours.

- Déterminer la distance parcourue par le solide B.

C
D
A @ P
Solution
B
Données : ¢, = 0'/3 rad/s?, 8 = 2 * (2m) = 12.56 rad.
A t9=0s, 00=0 rad; wo=0 rad/s S

1- a- Calcul de la vitesse angulaire wy:

On a:
a,d6 = wdw = [*03d6 = [ wdw
= wy = 6.617 rad/s.

b- Calcul de la vitesse w. de la roue C .
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ona:wy.1my = we.re = w, =2.205rad/s
c- Calcul de la vitesse du point P .
Vo =we- 1= 0.33m/s

d- Calcul de ’accélération a, de la roue C .

ona:au.1y = dc.Te = Ay = g’—gi (12.56)"/3 = 0.775 rad /s?

e- Calcul de ’accélération du point P :
- Composante tangentielle : (ap); = ac.1c = 0.116 m/s? =

- Composante radiale : (ap), = wc?.1c = 0.729 m/s?

D’ou: ap = \/(ap)tz + (ap),,”> =0.738 m/s?

2- Calcul de la distance parcourue par le solide B :

Ona: 6, =6, =474 = 4187 = s = 6, - rp = 0.314m.

rc

Exercice 2.
La tige AB tourne a la vitesse wyp = 6 rad/s autour du point A dans le sens indiqué dans la figure ci-

dessous.

En utilisant les relations entre les vitesses,

- Déterminer a cet instant les vitesses : Vg, wgc et V.

On donne : AB =200 mm, BC = 500 mm.

Dr. BOUAMOUD Benameur 24



Solution

1- Calculons Vj:

Barre 4B : VB)
Ona: Vg = wg.AB=6.200.10"3 =1.2m/s
Wyp B
A
2- Relation entre les vitesses:
Ona:
VC = VB + VC/B (01)

|
|
|
|

Projection de [’équation (01) suivant les axes du repere donne :

Ox: —» -V, = —Vzcos45 — wgc - BC - cos 60°

Oy: ll'. 0

—Vpsin45° + wgc - BC - sin 60°

Dot {U)Bc = 1959 rad/s
" (Ve =1.338m/s
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Exercice 3.

- Refaire I’exercice 2 en utilisant le centre instantané de rotation (CIR).

Solution
Barre 4B :
VB
Ona: Vy = wg.AB=6.200.10"3 =1.2m/s
Wyp B
Barre BC': A

Construisons le centre instantané de rotation (CIR) qui est le point
d’intersection des droites L aux vecteurs vitesse V_B) et VC) (Figure ci-apres) :
D’apres la régle des sinus, on aura :

Tgicir _ Tcjar  BC
sin60° sin75° sin45°

D’ou : TB/CIR = 0.612m, rc/CIR = 0.683m.

Déterminons la vitesse angulaire wp( :

VB = (UBc.rB/CIR = Wpgec = 1.959 rad/S

La vitesse du point C :

VC = O)Bc.rc/CIR == VC = 1.338 m/S
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Exercice 4.
Les points B et C d’un mécanisme rigide se trouvent a ’instant () aux positions montrées dans la figure
ci-contre. Sachant que 1’é1ément BC tourne a la vitesse wg. = 2.828 rad/s dans le sens indiqué,

- Calculer a cet instant, les accélérations asc et ac.

On donne: ag = 8.54m/s?>, AB=0.5m,BC=1m.

Solution

Relation entre les accélérations :

@ = @+ @pen——————— (01)
X
B Lo
<4 | ]
= ' | wgc?BC
s P
| ‘/ C
: ABC wpe / y

aBC - BC

Projection de ’équation. (01) sur les axes du repére donne :
Ox: —ac = —agsin65’ — wpc? - BCcos 60° — ag. - BCcos30’
Oy: 0 = agcos65 — wpc? - BCsin 60° + age - BCsin30°

D’ou : agc = 6.63rad/s?, a; = 17.48 m/s?.
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Chapitre 5 : Géométrie de masse

Exercice 1.
- Déterminer par intégration les coordonnées du centre f y
|
|
|
d’inertie d’un demi-disque homogene de rayon R (figure ci-contre). ! R
|
| x
—————— . —
0
|
Solution
Méthode par intégration :
e A1 o
Par définition : 0G = pre(S) OP dm ---------- (01)
Par raison de symétrie, G se trouve sur Oy : X; = 0 ;
ye?
Sachant que : m = ¢S = dm = odS
L’équation (01) s’¢écrit : yg = — [ dm 4
qu 'YG _m PE(S)y i y
|
g ll dl
= yo =5[] S (02) v
______ ¥ . ____-»
! X
|

Pour un élément de surface dS (figure ci-contre) ;

Ona:dS=dl.dr =rdrdg;0<r=|0P|<R0<6<m;

. R? .o
Onssaitque: S = nT pour un demi-disque,
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x =rcos6 ;y = rsinf sont les coordonnées du point P,
2 . R
= ye = mfonsmede [, ridr;

4R
D’ou: =—;
YG 31’

o - ()
0G = (4R ).
31

Exercice 2.

- Refaire I’exercice 01, en utilisant le théoréme de Guldin.

Solution

Meéthode de Guldin :

Par raison de symétrie : x; = 0 ;

D’apres le 2°" théoreme de Guldin :

2
Ona: V,=(2.m.Rg).S avec s==

Or, la rotation du demi-disque autour de 1’axe Ox engendre une sphére de volume : V; =

m R? 4m.R3 .
= VL=2-7T-RG-T= Dou: vy = Rg

3
o - ()
0G = | 4R .
31

4m.R3
3
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Exercice 3.

- Trouver la position du centre d’inertie de la section homogene représentée dans la Figure

suivante. y
A
N
= =] =
=
1o 1 1 1 1 !
Y1 .1 1, 1, 2 : 2
Solution y

- Les coordonnées du centre d’inertie de la section sont données par :

5
X = Yi=1%i'Si .
G Z?=1Si ’
5
yo = Yi-1Yi'Si
G = 5
Zi=1si
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Ail’@ Si XGi | YGi XGi 'Si YGi -Si
Rectangle 1 8§ x1=8 4 0.5 4x8=32 0.5x8=4
Rectangle 2 2x1 =2 1/2=0.5 1+(2/2) =2 0.5x2=1 2x2 =4
Triangle 3 2x1)2=1 1+(1/3)=1.33 | 1+(2/3)=1.67 | 1.33x1 =1.33 1.67x1=1.67
Rectangle 4 3x2=6 3+(3/2)=4.5 | 1+(2/2)=2 6x4.5=27 6x2 =12
Quart de -(3.14 x 2%)/4 | 6- 3- -5.15%3.14 =- - 2.15%3.14=-
disque 5 =-3.14 (4x2/3x3.14) | (4x2/3%3.14) 16.17 6.751
=5.15 =2.15

somme 13.86 45.16 14.919

D’ou: xG=3.258 et v =1.076.

Exercice 4.

On considére une tige mince homogeéne de masse M et de longueur L (figure ci-apres).

1- Déterminer le moment d’inertie de la tige autour de 'axe z.

Déplacons I’axe de rotation z vers ’extrémité de la tige comme 1’illustre la figure suivante.

2- En déduire le moment d’inertie de la tige autour de I'axe z.

Dr. BOUAMOUD Benameur

31




Solution

}Z
_>
dm L/2
B ittt T : ————— =5 -—» X
X dx

1- Par définition, le moment d’inertie est :

I[=[r?dm=[x?dl) —---—mmm- (1)

Pour un solide linéaire : M = A L, ou M est la masse du solide, L sa longueur, et A sa densité linéique.

A = C* (solide homogéne) ;
On aura donc :
dm = Adl,ou dl = dx,

L’¢équation (1) devient :

D’ou:

Iy =—
2- D’apres le théoréme d’Huygens, Az
I, =1, + MR? 1
] =M_L2+M(£)2=1ML2 <
2712 2/ 3
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Exercice S.
1-  Déterminer la matrice d’inertie I (S) /g d’une section rectangulaire homogéne.

2- En déduire la matrice d’inertie I;(S) /g de la section.

Solution

1- La matrice d’inertie en O dans la base R (0, X, ¥, Z) du solide (S) est :

Ixx _Ixy _Ixz

IS)r=|"bx lyy —I;
_sz _Izy Izz

Ou:
Ixx = fPE(S)()’Z + Zz)dm 5 Iyy = fpe(s)(xz + Zz)dm ;IZZ = fPE(S)(xZ + )’z)dm 5

xzdm ;I yzdm

xydm ;IXZ = fPE(S) > *YZ = fpe(s)

Ly = fPE(S)

Pour un solide surfacique : M = ¢S, ou M est la masse du solide, S sa surface, et o sa densité surfacique.

o = C* (section homogene) ; 7
Comme z = 0 (solide plan), alors : A
R
é
Ly = y2dm b LN dx
PE(S)
- _ f
‘ b3l 1 0 g
= L, = fyzaady =o0a [—] = §Mb2 «—a
0

Il en est de méme pour I,,,, :

a a3 1
Ly, = [, x*cbdx = b [?] = Ma*;
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1
I, = fPE(S)(x2 +y?dm = [[. (x* +y*)odxdy = EM(a2 + b?);

y
A
A
x
<«
b
v
0
«—a »
Iy, =1,,=0;
a b
Mab
Iy, = f xydm:afxdxfydy:T
PE(S) 0 0

La matrice d’inertie en O dans la base R (0,%,y,Z) de la section rectangulaire est donc :

Mb? 1M b 0
- —~Ma
3 4
1 1
Io($))r = —ZMab §Ma2 0
1
0 0 M@+

2- D’apres le théoréme d’Huygens, on a :
Ly = Igx + M(Y® + 26%); Ly, = Igy + M(x6? 4 26°) 5 1, = I, + M(x6% + y62)
Ixy = Iny + Mxgye; lyz = lgxz + MXg26 Iyz = IGyz + Mygzg

Mb? b\ 1
> Iy = L — M(yg?) = 5= — M () = =Mb?;
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Ma? a\?
Loy = Ly = MG?) = 5= = M (5) =

y =

Ig, :IZZ_M(xGZ'l'yGZ) = 3

_ M(a®+b?)

lgxy = Ly = Mxgyg = %Mab —%Mab =0;

Iy, = Iy, — Mxgzg = %Mab —%Mab =0;

IGyz = Iyz - MyGZG = %Mab —iMab =0;

La matrice d’inertie en G dans la méme base de la section rectangulaire est donc :

I($)/r =

—Mb: 0
12
1
0 —Ma?
24
0 0

M@+ 6)):

1
— M(aZ + b2
12M(a +b%)]
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Chapitre 6 : Dynamique du solide rigide

Exercice 1.

Une force F de 200N est appliquée a un chariot de 50kg. Si le centre de masse se trouve a G (figure

suivante), calculer I’accélération du chariot ainsi que les réactions au niveau des roues en A et B.

A 0.25 {035 Bj0.1]

N.B. Les longueurs sont exprimées en metre (m).

Solution

Ona:Y;F =mag; - R, + ﬁ+R_2)+ﬁ'=ma_(;’ ————————— (1)
Projection de I'équation (1) suivant les axes du repére :
Ox: — =% Fcos30° = mag,

= a = 3.46m/s?

L
Oy: T Fsin30°—P+R, + R, = 0= R, + R, = 390.5N
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D’autre part, on a :
=0

= —0.25R; + 0.35R, + 0.45Fsin30" — 0.1Fcos30° = 0

R, + R, = 390.5N

—R, + 1.4R, = —110.72 aboutira aux résultats suivants :

La résolution du systéme {
R, =273.925N ; R, = 116.575N.
Exercice 2.

Une plaque de 20 kg est libérée a partir du repos de la position montrée. Déterminer son accélération

angulaire initiale et les composantes de la réaction a I’articulation A.

A
A C

0.75m

Solution 0.75m

Ona: (ag), = w? AG
w = Orad/s (A partir du repos) (ag), = 0m/s?

(ag): = a. AG

AG =+/0.3752 + 0.3752 = 0.53m
1 1
I =—m(b* +h*) = = (20)(0.75% + 0.75%) = 1.785kg.m’

D’autre part, pour un solide en rotation autour d’un axe fixe (passant par A dans notre cas), on

a I’équation des moments suivante :
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ZM/A = (Mc)/A

= myg.AG, = m(ag):AG + la

= 20 %x9.81 x 0.375 = 20.(0.53).0.53 + 1.785«x

D’ou: a = 9.94rad/s?, et (ag); = 5.27m/s?

RAy A
AT
G RAx
P a (_@)t
Forces Accélérations

Rappelons que : YiFE=ma; - Ry + P= mag ————————— (D
Projection de I’équation (1) suivant les axes du repere :
Ox : + Ry = m(ag) cos45’
—
= Ry, = 74.53N
T-u-
Oy:

R4y — P = —m(ag),sin45 = R,, = 121.68N.
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