SERIE DE TD N°01

Solution de L’exercice 01:

1)

2 1
A+B= +

1 0

2 1
Ax B = X

1 0

), _2
A =Ax A= 1

2) (A+B) = 4°

2 2
2 2

(4+ B :(

0 1) (2+0 1+1) (2 2
1 2) (1+1 0+2) (2 2
0 1 B 2x0+1x1 2x1+1x2

T l1x040x1 1x1+0x2

1 2
(1 4
o 1

O0x2+1x1 Ox1+1x0
1x2+2x1 1x1+2x0

(10
41

1 2 1 2x2+1x1 2x1+1x0
X =
0 1 0 1x2+0x1 1x1+0x0

()

1 0 1 O0x0+1x1 Ox1+1x2
X =
2 1 2 I1x0+2x1 Ix1+2x2

3

+B?+2-(4xB) ?

2 2 2x24+2x2 2x2+2x%x2
X =
2 2 2x242x2 2x2+2%x2

{3

s 5 2 I 2 1 4
A" +B +2-(A><B): + +2x
2 1 2 5 0 1

B 5+1+2x1
24242x%0

(A+BY # A> + B’ +2-(4x B) car le produit entre

2+2+2x4) (8 12
1+5+2x1) |4 8

matrices est non commutatif.

Solution de L’exercice 02:

-3 2
A= 0 4
I -1

1)

1 2
:B=10 1
1 1

-3 2
A-2B-C=0=| 0 4
1 -1

-2

—-3-2xl-¢,; =0
0-2x0-c, =0 et
1-2x1-c; =0
Alors :
-5
C=| 0
-1
2)
-3 2

A+B+C-4D=0=
1 -1

-3+1-5-4d,,=0
0+0+0-4d, =0 et

1 2
0O 4(+0 1]+ O
11

1 2 o
0 1]|-|cy

11 Cyy

2-2x2—c, =0
4-2x1-c,, =0
~1-2x1—-cy, =0

-2
2
-3

-5 -2 d,
2 |-4x|d,,

-1 -3) 4,

242-2-4d, =0

44+1+2-4d,,=0

1+1-1-4d;, =0 ~1+1-3-4d,, =
Alors :
~7/4  1)2
D=| 0 7/4
1/4 -3/4
3) Transposées de 4 et de B
- 1 1 0 1
30 B -
2 4 -1 2 1 1
Solution de L’exercice 03:
1)
2 1 -2 0
3 0 1 8
0 -5 3 )
3.24) (31+ ) (3-(-2)) (3-0+
1-3+ 1-0+ +1-1 1-8+
3105 50 ) (5:(5)) \+53 ) |54
270 2:24) (2-1+ ) (2:(=2)) (2-0+
7-3+ 7-0+ +7-1 7-8+
0-0 ) (0-(=5)) \+0-3 ) |0-4
(9 2210 28
125 2 3 56

0



2)

=21
3)

(-3 0 5)
2 2:(-3) 20 25
~4]=|(4(3) (40 (-4)3
-3) (E343) (300 (3):s

-6 0 10

=12 0 -20
9 0 -15

Solution de L’exercice 04:

I) Calcul des déterminants :

1 3
det(A)z‘ =1x5-3x(-7)=26
-7 5
2 3 3
det (B) = 5015 7
(ST ORI Y
0 -2 0
3 3 2 3 2 3 2 3
=0x —(—2)>< +0x =
15 7 57 5 15 57

=2(2x7-3x5)=-2

Remarque : On peut calculer le déterminant selon
n’importe quelle ligne ou n’importe quelle
colonne.

Regle de SARRUS (pour matrices 3%3) :

2 3 3
det(B)=|5 15 7

0 -2 0
Selon la diagonale principale :
2. 3.3
NN

Selon la diagonale Non-principale :

2.3 3

55157 T =3x15%0+3x5x0+7x(-2)x2 = 28
0%-2%0

Alors det(B)=-30—(-28) =2
(+) 2 -1 3 -4
4 -5

301

)0 -3 1 -1
3 -4 |-1 3 -4
3 1|-20 4 -5
1 -1 -3 1 -1

=2(-61)—2(-45)-2(- 4)= 24

IT) Résolution des équations :
) ) (+)
1 1

m
1) | m 1 m-1/=0

1 -1 2

1 m-1 m m-1 m 1
=+ —mx =0

-1 2 1 2 1 -1

=2+(m-1)-m2m-m+1)-m-1=0
=2+m-1-m’-m-m-1=0
=-m’-m=0
=-mm+1)=0=>m=0vm=-1

3-m 0 1
2) 2 l1-m 1 =0
-1 1

Par la régle de SARRUS :

= [G-m)1-m)1-m)+2x1x1+0x1x(-1)]
—[—(1—m)+1><1><(3—m)+0><2><(1—m)]:0

= (3-m)1-m) +2+(1-m)-(3-m)=0

:>(3—m)(1—m)2 =0=>m=1lvm=3

3) Aest inversible < det(A) #0

t+3 -1 1
det(4)=| 5 t-3 1
6 -6 t+4

Par la régle de SARRUS :
:>det(A)=[(t+3)(t—3)(t+4)+(—1)><1><6+5><(—6)><1]
—[1x(t=3)x6+1x(=6)x(t +3)+(~1)x5x(t +4)]



=det(A)=(t+3)t-3)t+4)-36—6t +18+6t +18+5(t +4)
= det (A)=(t+3)t-3)t+4)+5(t+4)

= det (4)=(t+4)|(* -9)+ 5]

= det (A)=(t+4)>-4)=(t+4Xt+2)t-2)
A est inversible <> det(4)# 0

StEAAtE2ALtE+2

L’inverse de 4 :

4= =g )

det(A) t+4)\t’ -4
C]] C]2 C]3

C*'=|c, ¢, Cy| Avec
Cyi Cn C3

le déterminant d' ordre inférieur

ey =(-1)" {

t-3 1 5 1 5 t-3
+ - +
-6 t+4 6 t+4 6 -6
-1
4 - t+3 1 t+3 -1
C’ = -6 t+4 + -
6 t+4 6 -6
-1 1 t+3 1 t+3 -1
+ - +
t—3 1 5 1 5 t-3
Alors :
t—3 1 -1 1 -1 1
+ - +
-6 t+4 -6 t+4 t-3 1
5
y 1 - t+3 1 t+3 1
A" = > 6 t+4f + -
(t+4)e” -4 6 t+d 5 1
5 t-3 t+3 -1 t+3 -1
+ - +
6 -6 6 -6 5 t-3

Solution de L’exercice 05:

V(x,y,z)e R*: f (x,y,z)z (x+ay+azz,y+2az,z)
1) M,=M(f,/ B,B)

fule)=1,(1,0.0)=(1,0,0)=e,
(&)=, (0.1.0)=(a 1.0)=a-¢, +e,
(e;)=1.(00, 1):(a2,2a, 1): a’-e, +2ae, +e,

fi ()=
[, (e;)=

1 a a
Cequidonne:Ma:M(fa/B,B): 0 1 2a

0 0 1

en éliminant la i”"ligne et la j*"colonne

|

1l a a b b’
M, xM,=10 1 2a 1 2b
00 1)(0 0 1
I a+b 2ab+b’+a’\ (1 a+b (a+b)
=10 1 2a+2b  |=|0 I 2-(a+b)
0 0 1 0 0 1
:Ma+b

3) la matrice M, est inversible :

VabeR,ona: M, x M, =M.,

Donc Vae R,ona: M, x M =M, =M,

OrM,=1,,donc Vae R, IM , tel que :
M, xM_ =M_xM, =1,

_]:M

-a

La matrice M ,est alors inversible et (M)

Solution de L’exercice 06:

PARTIET .
f(x’y’z):(x'J’-Z,-x+y—Z,—x—y+z)
g(x,y,z):(Zx—z,Zy—z)

1) Calcul de go fet M(gof/B,,Bz)par un calcul
direct

V(x yz)e R : go f(x,y2)=g[f(x y2)]
(gOf)(x,y,Z)=g(x—y—z,-x+y-z,-x_y+z)
=g(2(x-y-z)-(x-y+2) 2 x+y-2)-(x-y+2))
Donc

V(x, y,z)eR’
(gOf)(x,y,z)z(3x—y—3z,—x+3y—3z)
M(gof/ B, B,)
B, :{e,,ez,e3}

Bzz{ul’uz}
1 0 0
e,=(0l]e,=1}e=|0

(1) (0
“or" T
0 0 1

(gof)e,)=(go f)(1,00)=(3-1)=3u, —u,
(gof)es)=(goX0.2,0)=(-13)=-u, +u,
(gofles)=(go /)00, 1)=(-3-3)=

3 -1 -3
-3

1
/N~

-3u, —3u,

M(gof/Bl:Bz):(_l 3



2) M(f/Berz)et M(g/Berz)
f(e,):f(l,0,0)z(l,—l,—l):el —e, ¢
f(ez):f(a1’0):('1r1"1):_el te,—¢
f(e3):f(0,0,l)z(—l,—l,l)z—e,—ez+e3

1 -1 -1

= M(# B,,B,)=|-1 1 -1

-1 -1 1

et

g(el):g(l,0,0):(Z, 0):2’/‘1 +0-u,
g(ez):g(a 1,0):(0, 2):0'1/‘2"‘2“2

gle;)=g(0.0.)=(-1,-1)=-u, —u,

A4@/BPB):(2 0 _i

02 -1

3)

M(go f/ B, B,)=M(g/ B,,B,)xM(f/ B,,B,)?
M(g/ B,,B,)xM(f/ B,,B,)=

1 -1 -1
2 0 -1
x[-1 1 —-1]|=
0 2 -1
-1 -1 1
33 s
—1 o3 -3 TETE R
PARTIEII :
1 1 1
On considére By =qu, =|0 |us=|1|u;=|1
0 0 1

a) B)forme une base de R’ < B famille génératrice

ou B, famille libre (car on connait : dim(R3 ) =3)

+ B'famille génératrice < Vv=(x,y,z)eR’;
v=Au,+Au,+Au,telsque 4,,4,,4;, €R

b 1 1 1
=S|y I[=40+4,] 1|+41
z 0 0 1
x=l+h+h (L =x-(A,+1)
=y =A,+ 4 =ik =y-z
Z=4 A=z
Ay=Xx-Yy

=<1, =y—2z ;d’ouB]est une famille génératrice

A=z

Alors B! est une base de R’.

Ou bien :

*

B' famille libre < o, f,y € R ;

au,+pu+yu;=0 => a=p=y=0

1 1 1 0
oal0|+p1]|+y|1|=|0
0 0 1 0

o+pf+y=0 o=0

=:f+y=0 =<y=0 d’ouB,estune famille
y=0 y=0

libre, alors B! est une base de R’.

b) Matrice de Passage de B,a B, :

PB,,B; =2

Il suffit d’écrire les vecteurs de la base B; en
fonction de la base B, , alors :

) =(1,0,0)=¢,
uy=(1,1,0)=e¢, +e,
wy=(1 1, )=e, +e, +e,

Donc :

PB,,B; =

S O =
O = =

1
1
1

c¢) Matrice de Passage de B;a B, :

Py g =7

I1 suffit d’écrire les vecteurs de la base B, en
fonction de la base B; , alors :
u,=(1,0,0)=e¢,
u, :(L 1, O)Zel +e,
wy=(1,11)=e, +e, +e,

e,=(10,0)=u
=4e,=(0,1,0)=—u) +u)
e;=(0,0,1)=—u} +u}

Donc :
1 -1 0
PB;,B] =10 1 -1
0 O 1

Remarque : On peut calculer P, , a partir de
Iinverse de P, ,car: Py , = (PB/, 8, )_'
-1
2 |dans B, :
1

d) Les composantes du vecteur X =



X () =xe, + ye, + ze;

X gy =x"u;+y'uy+2'uj

On sait que :

Xio,) = Ps, 5" Xizy) t Xgy) =Py 5, Xig)

Ce qui donne alors :

¢) M(f/ B}, B;)="
Changement de base :
M(f B, B)= P, , xM(// B, B)xP,
M(f/ B,,B,)=P" xM(f/ B,,B,)x P
Alors :

1 -1 0 1 -1 -1) (1

M(f/B,,B))=|0 1 —1|x|-1 1 —1|x/0 1 1
0 0 1)(-1 -1 1)l0 01

Donc :
2 0 O
M(f/B),B)=| 0 2 0
-1 -2 -1
-1
f) Image du vecteur X =| 2 |dans B, par deux
1
méthodes :
1°° méthode :

Y(B}) :PB}’BI .Y(Bl) et Y(Bz) :M(ﬂBl’Bl).X(Bz)

1 -1 =1\ (-1) (-4
Yo =| -1 1 —1]] 2|= 2

-1 -1 1 1 0

1 -1 0 -4 -6
Yp)=|0 1 —1]-| 2 2

0 0 1 0 0
2°™¢ méthode :

Y, :M(f/ B;’B;)'X(B})

-3

Avec X(B}) =

g) f est elle bijective ?

Les matrices associées a ’application f sont :

1 -1 -1
M(f/B,,B)=|-1 1 -1
-1 -1 1
2 0 0
M(f/B),B)=| 0 2 0
-1 -2 -1

Alors : f est bijective car

det(M(f/ B),B)))=M(f/ B),B))=—4%0.




