SERIE DE TD N°03 X +(y 2 ) =(x 1) [1—(y *7 }+1 X —1)* (1—[(y—1 )(1-2) +1])

=(x —1)*( ~[y +z-yz ])+

=X +Y +Z =Xy =Xy —XY +XYyzZ

Solution de L’exercice 01:
Sur E :[0, 1],

Donc () est une loi associative

2. =(x -1)(1- 1
v (xy) eE% xxy =(x-1)(1-y)+ 2) Elément neutre :

1) () estinternedans E < Vx,y eE=x*y €E e est I'élément neutre pour (+) <

XeEe0<x <1

yeEs0<y<1

VX eE, Xx*e =e*X =X

Alors: X *e =(X —1)(1—e)+1=x +e—Xe =X
Alors ;

= e(1-x)=0=>e=0
x eEo-1<x-1<0 ..(I)

y cE0<ly <1 car 1<y —1<0 Donc e =0 est I'élément neutre pour la loi (*) dansE
. o 3) Elément symétrique :
On multiplie la double inégalité (1) par (y —1):
V x e E,x"est le symétrique de x pour(*)dansE

-1-(1-y)<(x -1)(1-y)<0 ,

o X EX =x"%x =e

oy -1<(x -1)(1-y)<0
Alors: X #x' =(x —1)(1-x')+1=x +Xx'—xx'=e =0

-1<y -1<(x -1)(1-y)<0
< y ( )( y) =X+Xx'=xx"'=0

o -1<(x -1)(1-y)<0 = x'(1-x) =X
<0< (x -1)(1-y )+1<1
( )( ) X=X <0 vx €[0, 1]
S0<x*y <1 (1-x)
Par conséquent X *y € E Donc seul 0 est symétrisable dans E pour la loi (*)
Donc (*) est une loi interne dans E Solution de L’exercice 02:

(M, V,,V,) famille libre
< Va, By eR, al + pV,+ yVy;=0=a=4=y =0

- Commutativité de(*):

(¥)estcommutative<> V X,y €E, x xy =y *X
i) Démontrons que V, -V, ,V, =V, et V, + V, sont

Alors : linéairement indépendants :
x*y =(x -1)(1-y)+1=(1-y)(x -1)+1 Ve, €y, CieR, € (V, -V, )+ ¢y (V, -V, )+ cy(V, +V,5) =0

=(y ~D(I-x)+1=y *x =¢,=C,=C,=07?
Donc (*) est une loi commutative Alors: ¢, (V; -V, )+ C,(V, —Vy )+ ¢V, +V;)=0
- Associativité de (*): = (¢, +C3)V,+ (C, =€)V, + (C5—C,)Vy=0
(*) est associative < Vx, Y,z €E, (Xx*y)*z =x*(y *z) Par conséquent :
Alors : C; +C3=0

—-c, =0 = = =0
(xxy) ez =[x y) 112 ) +1=([(x 1) (1-y) +L]-1) (1-2) +1 zz i ‘C?l 9 = ¢, =C, =C;
3 2

=(x+y —xy ~1)(1-2)+1 Donc V, - V,,V, -V, et \, +\V/, sont linéairement

=X +Y +Z —XYy —Xy —XY +XyzZ indépendants



ii) Montrons que a, (1, 1, 1), a,(1, 2, 3) et

a,(2,-1,1) engendrentR®
Alors : il S'agit de montrer queV (x, y, z )eR®
(X Viz)=Ap-a+A,8,+ 158, telsque hy, ,, hyeR
(% % 2)=A(L L0+ 1,(1 2 3+ 14(2 L )

Ai+h,+2-h;=X
A+2:h,=2:-hy=y =
A+3A,+hy=2

Ai+A,+2-h =X
A, +3hy=Xx -y ..x(-2)
—2:h,+hg=X~-1Z
Ai+A,+2-h5=X
ou A, +3Ag=X-Y
-5 h;=-X+2y -2

on trouve A :lx—z-y +1z ,kzzl —2-X-y+3-2
°5 5

Ay=X+Yy -2

Donc (a,, a,, a, ) est génaratrice de R?, en plus
elle est libre (nombre de vecteurs =
dim(RR®)=3)alors c’est une base pour R?.

- Composantes du vecteur U( )(1, 1,1)

e,,€,,€5

Ay =1+1-1, Ao, :%(—2-1—1+3-1)

k3:%(1—2-1+1)

u (10, 0)

(aj,a, a3)

3) Le vecteur X(1,-2,m) est une combinaison linéaire
des deux vecteurs b, (1, 1, 1), b, (1, 2, 3)s’il existe
des scalaires a, f € R tels que

X =a-b+p-b,

Onaalors (1,-2, m)=a-(1 1, 1)+5-(1 2, 3)
=(a+ﬂ, o+2p, a+3ﬂ)

Et on obtient le systeme suivant :

a+p =1
a+2f =-2 =>m=-5
a+3f=m

Solution de L'exercice 03:

1) Montrons que F :{(x .0, z)eR3/ X <0, z eR}

n’est pas un s.e.v de R®

- 0R3= 0leF
VX eF, VieR A-XeF?
-2
Soit X =|0 |eF 3J41=-1¢€eR,telque
6
-2 2
A X =-1/0 |=|0 |gF
6 -6

Alors : F est instable pour la loi externe (.)

D’ou F n’est pas uns.e.v de R®

2) Montrons que G ={(x y.z)eR®/ y =2z} estun
s.e.v de R®

0,: = 8 e G car 0=2x0
0

- VX (x,y,z),Y (x,y', 2')eG

Vo, feR

a-X+BY =a-(x,y,z)+B-(x".y" z)

=(0Lx +px', ay +py’, oz +ﬂz')

o-X+pYe G?

Comme ay +fy ' =a(2z)+p(2z')
=2(az +pz'),alorsa- X +pY € G

Donc G estuns.e.vde R?

3) Trouvons une partie génaratrice de G

VX (x,y,2)e G = (y=2z)

(x,y,z)=(x,2z,2)
G =vect{(1, 0, 0),(0, 2, 1)}

=x (1,0, 0)+z (0, 2, 1)

u,(1, 0, 0), u,(0, 2, 1) engendrent G

4) Base de G et précision de sa dimension
B ={u, (1,0, 0),
génératrice de G

u, (0, 2, 1)} est une partie

B ={u,, u,}estelle libre ?
{uy, u,}estlibres Vo, BeR, a-u,+p-u,=0=a==0
a.ul+ﬁ-u2=0:>a.(l 0 O)+ﬁ-(0, 2 1)=(O, 0 O)

Par conséquent :



o=0
28 =0 = a=4=0
S =0

Alors la famille B ={u;, u,} estlibre

Donc B ={u;, u,} estune base de G et dim(G ) =2
5) Dimension de H
Comme H est le supplémentaire de G dans R®
R*=G ®@H et GNH ={0} ;
dim(R%) = dim(G ) + dim(H ) =3
Alors : dim(H ) = dim(R?) - dim(G)
=3-2=1
D'ou dim(H )=1
6) Le vecteur V(1, 2, 1)appartient & G

Onsaitque: G ={(x,y,z)eR®/ y =2z}

V(l, 2, 1)eG car 2=2xl1
Solution de L’exercice 04:
)
1) Montrons que F :{(x ,y.z)eR*/ x =z} estuns.e.v
de R®
0
0,s=/0eF car 0=0
0

- WX (x,y,z),Y (x,y' z)eF
Va, peR
aX +ﬂY :a.(x’y’z)+ﬂ-(x"y"z!)

=(ax +px', ay +By’, az +pz’)

o-X+pY eF?

Comme ax +fx' =0z +fz', alors:
a-X+pYeF
Donc F estuns.e.vde R®

- Trouvons une base de F :

Partie génaratrice de F :

WX (x,y.2)e F = (x=2)
(x.y,2)=(x,y,%)=x(L 0,1)+y (0,1, 0)

G =vect{(1, 0, 1),(0, 1, 0)}
v4(1, 0, 0), v,(0, 2, 1) engendrent F

Famille libre de F :

B ={v,,v,}estelle libre ?

{vy, V,}est
libre < Va, feR, av,+fv,=0=a==0

av,+pv,= 0:>a-(l 0 1)+ﬁ-(0, ] 0)=(0, 0 0)

Par conséquent :

a=0
£ =0 = a=4=0
a=0

Alors la famille B ={ v, v,} estlibre
Donc B ={v,, v,} estune base de F etdim(F)=2
2) MontronsqueG:{(x,y,z)eR3/x+2y +z =0}
estuns.e.vde R’
0
0R3= Ole G car 0+2x0+0=0
0
- YX(x,y,z),Y (x,y',z)e G
Va, feR
a-X+pY =a-(x,y, z)+ﬂ-(x',y', z')

=(ax +px', ay +By’, az +pz’)

o-X+pYe G?

Comme (ax +px')+2-(ay + By’ )+(az +pz') =
=(ax +2-ay +az )+(px'+2- By +pz’)
=a(x +2-y+z)+B(x"+2-y'+z")
=ax0+px0=0,alorsa-X+Y e G

Donc G estuns.e.vde R®

3) Déterminons FN G :

FNG :{(x,y,z)eR3/ (x =z)A(x+2y +2 :0)}

X =2
= X=-y =z
X+2y +z =0

Alors: FN G :{(x,y,z)eR3/ X =—y :z}

Remarque: FN G ¢{0R3} — F +G n’est pas une
somme directe de R®.

1))

1) Montrons que K ={(x y.2)eR x =z =0} est

uns.e.vde R®



0
- 0R3= OleK car 0=0=0

0
- WX (x,y,z),Y (x,y,z)eK
Vo, feR o-X+p-Y eK?
a-X+p8Y =a-(x,y,z)+ﬂ-(x',y',z')

=(ax +px', ay +By’, az +pz’)
Comme ax +fx"'=0z +fz'=ax0+ B x0=0, alors :
a-X+BYe K

Donc K estuns.e.v de R®
2) Déterminons L :

L =vect{(1, 2, 1),(0, 1, 2)} ;

Lz{(x,y,z)e}RS/ X(X,y,2)=Ayvi+A,v, ; Ay, A, e R}

Alors: (x,y,z)=4,-(1 2, 1)+4,-(0, 1, 2)

X:il ilz'x
Yy =244, =>{d,=y -2x =>z=x+2(y -2x)
2=0,+2%, |z=1,+2},

=3 -2y +z =0
Donc Lz{(x,y,z)e}RS/ X -2y +2z =0}

- Déterminons L ) K :

LN K :{(x,y,z)eR3/ (3x =2y +z =0)A(x =2 :0)}

33X -2y +z =0
= X=y=2=0
X=z=0

Alors: LN K ={0R3}
Donc: L ®K =R?
- Le vecteur w (1, 1, -1) appartient a L
On sait que : Lz{(x,y,z)e}R3/ X -2y +2z =0}
w (11, -1)el car 3x1-2x1-1=0
3) H ={(x,y,z)e}R3/ X(X,Y,2)=Ay v+, vytdgvy ;
A1 dy dge R
V(L 2,1),v,(0, 1, 2)etv,(2, 5, 4)
On remarqueque: Vv, =2-v,+V,
Alors: X (X,y,z)=Avi+d,v+45-(2v,4v,)

=(A 420 4) v+ (A, +44)v,

=C;V;+CyV,
Par conséquent: H =L

Etcomme L @K =R®

Alors le supplémentaire de H est aussi K

Le supplémentaire n’est pas unique car un sous

espace vectoriel admet une infintité de bases.



