
SERIE DE TD N°02 
 
Solution de L’exercice 01: 
Rappel : 

          Im. Directe                         Im. Réciproque 

                              E Ff :      
             D E             x   y f x        R F  
               
 
    D Df  f x / x          1 R E R    f  x  / f x     

 
   D Dy  ,  x  f  /  y f x        1 R R    x  f     f x      

---------------------------------------- 
Soit                            E Ff :        

            22 1x   x   

 1 3A ,     

1) L’image directe de A par f : 

    f A  f x / x  A     

             1 3 f x / x  ,      

          1 17,     
2) L’image réciproque de A par f : 

    1f A  x  / f x  A     

                 22 1 1 3 x  / x  ,        

             2 2,        

Solution de L’exercice 02: 
Soient EA  et FB, B    
1) Montrons que :      1f A  f B f A   B    

Soit       1 1y  f A  f B   x  A  f B  /  y f x        

                               1  x  A  x  f B  /  y f x       

      x  A  f x B  /  y f x       

           et  x  A y f x   f x B y f x         

      et y f A   y B    

  y f A B    

2) Comparaison entre  1f B  B  et    1 1f B  f B    

Soit    1x  f B  B  f x  B  B        

                                    f x  B   B B  B  

         f x B f x B f x B  f x B          

          1 1 1 1x f B  x f B x f B  x f B             

 1x f B      1 1 f B x f B      1 f B  

 1x f B      1 1 f B f B     1 f B  

               1 1x f B  f B      

D’où      1 1 1f B  B f B  f B       
Solution de L’exercice 03: 
I. On a   3 3 2f x x x     
1) Calcul de : 
 0 2f   ;  1 2f    ;  1 6f    

2) f est une fonction continue et strictement 
décroissante sur  , donc f  est bijective. 
3) Comme  f  est bijective,  alors : 

   1 2 1f     

    1 2 0f  ,      ,          
II. on donne la fonction : 

   1 0f :  ,      ,         

  1
1

x        y f x
x

  


 

Montrons que f est bijective : 
f est bijective   f est injective  f est surjective 
* Injectivité de f  : 

 1 2 1x ,x  ,     ;    

   1 2
1 2

1 1
1 1

f x f x     
x x

  
 

 

                          2 11 1  x x     
                          1 2  x x   ; f est injective 
 * Surjectivité de f  : 

     0 1y  ,     ,  x  ,     ;    y f x        

  1 1
1

y f x  y    xy y
x

     


 

                                    1 xy y    

                              1 1y x  ,     
y


    ; f est 

surjective 
Conclusion  f est bijective. 
 
Solution de L’exercice 04: 
 
Soit  f :     est bijective 
* On donne : 

g :      
 

 21

f x
x 

f x



 

1) Montrons que g est injective : 
g est injective 1 2   x ,x ;    

     
 

 
 

1 2
1 2 2 2

1 21 1

f x f x
g x g x     

f x f x
  

 
 



Rq :  1f x ,  1f x        
 

 
 

2 2
1 2

2 2
1 21 1

f x f x
  

f x f x
 

 
 

ont le même signe        2 2
1 2  f x f x   

 
   1 2  f x f x   ;  par injectivité de f   

1 2  x x   
Donc g est injective 
2) Montrons que g n’est pas surjective : 
g est surjective  y ,  x ;    y g x       
g est non  surjective  y ,  x ;    y g x       
Par raisonnement par l’absurde : 
g est surjective  y ,  x ;    y g x       

   
 

 
 

2
2

22 11

f x f x
y g x  y    y

f xf x
    


 

 
    2 2 21   y f x f x    

   2 2 2 2   y y f x f x    

                         2 2 21   y f x y      

Pour 1 y   ; on trouve contradiction  1 0  . Alors : 
g n’est pas surjective. 
Solution de L’exercice 05: 
 
1) Détermination des limites : 

a) 
2

0

0
0x  

1 x 1 xlim  
x

     
 
 

 Forme indéterminée 

  
 

2 2

0 2x  

1 x 1 x 1 x 1 x
lim  

x 1 x 1 x

     


  
 

 
 

2

0 2x  

1 x 1 x
lim  

x 1 x 1 x

  


  
 

 

  20 02

1
2x  x  

x 1 x 1 xlim  lim
1 x 1 xx 1 x 1 x 

 
  

    
 

b) 
2

22

4 0
03 2x  

xlim  
x x




 
 Forme indéterminée 

2

2
x  

x
lim  


  2

2

x

x



   2

2 2 2 4
1 2 11 x  

xlim  
xx 

 
  

 
 

Par la règle d’Hopital, on a: 
 
 

 
 x  a x  a

g x g x
lim  lim  

h x h x 





 

Pour lever la forme indéterminée 0
0

 et 


 

On trouve aussi : 

 
 

22

22 2 2

44
3 2 3 2

x  x  

xxlim  lim  
x x x x

 




   
 

                                 
2

2 2 2 4 4
2 3 2 2 3 4 3x  

xlim  
x


   

   
 

2) Démontrons par la définition de la limite : 
 

2
3 1 7

x  
lim  x


    

D’une manière générale, on a: 
 00 0 ε  ,   α  ;     x x   α   f x   ε          

Alors : 
 0 0 2 7 ε  ,   α  ;    x   α   f x    ε          

   7 3 1 7 3 6 f x    ε   x     ε   x     ε        

 
  3 2 3 2  x    ε   x     ε       

2
3
ε   x         

Donc  
 0 0 2 7 ε  ,   α  ;    x   α   f x    ε          

Tel que 
3
εα    

Solution de L’exercice 06: 
1) Par construction fD  =     
- Continuité de f sur   : 
f  est continue sur * car elle est composée de deux 

fonctions continues à gauche et à droite du 0. 
Il suffit donc d’étudier la continuité au point 0 0x   
On constate d’une part que    

0
1 1 0

x
lim  sinx f


     

et d’autre part : 

   
 

2

0 0

1 11 1
1 1x x

x xx xlim  lim  
x x x x  

                  
 

  

 
 0 0

1 2 1 2
1 1x x

x x x x
lim  lim  

x x x  

      
     x  1 1x x

 
 
     

 

0

2 1
1 1x

lim  
x x

 
     

 

 
Alors :      

0 0
0

x x
lim  f x f lim  f x

  
   

Donc : f n’est pas continue en 0. 
2) f  est dérivable sur * , elle n’est pas dérivable en 
0 car elle n’est pas continue en ce même point. De 
plus : 

 
1 1

2 1
*

*

x                    x
x x x

cos x                                   x
f 



  
 

  
 









 

 
3)   0g x   admet une racine réelle : 



La fonction g  est continue sur   et satisfait à : 
 

x   
lim  g x  
  

   ;  
x  + 
lim  g x + 
 

    

On en déduit qu’il existe deux réels α  et β tels que 
0α β   et    0g α g β  . Par conséquent (théorème 

des valeurs intermédiaires),  
g admet une racine appartenant à l’intervalle  α,   β  
Solution de L’exercice 07: 
                   
              f :    

                      

2 2

1 1
1 1

xx y = x arctan
x x x

        
 

1) Les fonctions élémentaires  x arctan x et 

 x arg sh x sont définies sur . 

Donc f est définie sur *  ( 1
x

 n’est pas définie en 0) 

2) Prolongement de f par continuité en 0 
f est Prolongeable par continuité en 0   

   
0 0x x

lim  f x lim  f x
  

    

On sait que : 

0

1
x

arctan
x

lim  


 
 
 

 ? 

Par changement de variable : 
1t
x

    ; alors : 0x t       

 
0

1 t
2x t  

arctan arctanlim  l
x

im  
  

     
 

 

 
0

1 t
2x t  

arctan arctanlim  l
x

im  
   

     
 

 

De plus : 
 

0
0

x
lim  arg sh x





  

Par Conséquent : 

 
0

1 0 0 0
2x

x arctan alim s
x

 rg h x


 


             
 

 
0

1 0 0 0
2x

x arctan alim s
x

 rg h x


 


             
 

Donc :  
   

0 0
0

x x
lim  f x lim  f x

  
   

On conclut que f est Prolongeable par continuité en 0 
et son prolongement est défini par : 

 1

0 0

*x arctan arg sh x             x
g= x

                                                     x

      
 

 


 

3) Calcul de  g x  : 

  2 2

1 1
1 1

xarctan
x

g
x

x
x

       
  

De plus, g  est dérivable sur * , il reste à étudier sa 
dérivabilité en 0:  
g  est dérivable en 0    

0 0x x
lim  g x lim  g x

  
   

 
0 0 2 2

11 1
1 1 2x x

lim  g x lim xarct an
x x x  

       
 

      
 

  2 20 0

1 1
1 1

1
2x x

xarctan
x

lim
x

 g x l  
x

im
  

    

      
    

 

Alors :    
0 0x x

lim  g x lim  g x
  

   

Donc g  n’est pas dérivable en 0, elle reste dérivable 
sur *  
Solution de L’exercice 08: 

1) 4 5
5 13

arcsin x arcsin arcsin   

  4 5
5 13

sin arcsin x sin arcsin arcsin    
 

 

4 5
5 13

x sin arcsin cos arcsin        
   

 

                                5 4
13 5

sin arcsin cos arcsin       
   

 

2 24 5 5 41 1
5 13 13 5

x sin arcsin sin arcsin            
   

2 24 5 5 41 1
5 13 13 5

x                
 

4 12 5
5 13

x   
3

13 5
  48 3 63 1 1

65 13 65
,        

2)    5 4 3ch x sh x   

5 4 3
2 2

x - x x - xe e e e    
     

   
 

5 5 2 2 3
2 2

x - x x - xe e e e      

1 9 3 9 6
2 2

x - x x - xe e e e       

 
 2 29 6 6 9 0x x x xe e    e e   *         

Posons xt e ; 
 * devient : 2 6 9 0t t    

 22 3 1 9 9 9 0= b a c            

 3
3

1
bt
a

 
    

 3 3t x ln    

3)   1argth x argch
x

   
 

 

   1th argth x th argch
x

        
 



1

1

sh argch
x

x
ch argch

x

  
  

   
  
    

 

2 11 1

1 1
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