SERIE DE TD N°02

Solution de L’exercice 01:

Rappel :
Im. Directe Im. Réciproque

f:E—>F
RcF

L,

f *(R)={x eE/f (x)eR}

x — y =f (x)

Soit f:

A =[-1, 3]
1) L’image directe de A par f :
f(A)={f(x)/xeA]

={f (x)/x e [-1, 3]}

=[-1, 17]
2) L’image réciproque de A par f :
fH(A)={xeR/f (x)e A}

~{xer/(2x*-1)e [-1, 3]}
=[~V2, V2 ]

Solution de L’exercice 02:
Soient AcEet B,B'cF
f(ANf2(B))=f(A)NB
Soit y e f (AN *(B))< 3Ixe ANTIB)/y=f(x)
= (EIXEA/\Xef_l(B))/yzf(X)
& (Ixe A Af(x)eB)/y=f(x)
o (Axe Any=f(x))et(f(x)eB y=Ff(x))
o yef(A)ety eB
< yef (A)NB
“(BAB')etf *(B)Af *(B)
(X)e BAB'
o f(x)e (B\B')U(B\B)
& (f (x)eB Af (x)eB')v(f (x)eB' Af (x)eB)
<:>(X ef 1(B)/\Xef 1(8')) (X ef 1( ')/\Xef _1(8))

1) Montrons que :

2) Comparaison entre f
Soit xe f }(BAB') <

o(xef 1(B)\F(B")v(xef *(B)\f(B))
& X e( (B )\f ‘1(B'))U(f ‘1(B')\f ‘1(8))
exef *(B)Af *(B)

Dot f *(BAB')=f *(B)Af *(B’)

Solution de L’exercice 03:

l.Onaf (x)=-x%-3x+2

1) Calcul de :

f(0)=2;f(1)=-2;f(-1)=6

2) f est une fonction continue et strictement

décroissante sur R, donc f est bijective.
3) Comme f est bijective, alors:

4 (-2)={1
f_l([ 2, +oo[)=] — 0, 0]

I1. on donne la fonction :
f:]1, +0[—>]0, +oof
1
X — y=f(x)=—"
y=t(x)="—
Montrons que f est bijective :
f est bijective < f estinjective A f est surjective
* Injectivité de f :
VX, X, e] 1, +w [;
1 1

f(x)=f (x,) < PR
1 2

< X,-1=x,-1

< X, =X, ; f estinjective
* Surjectivité de f :
vy e] 0, +oo[, Ix e]l, +oo[; y =f (X)

y=f (x)< yzic xy —y =1

= Xy =1+y
1+y

:>X=T€]1, +OO[;fest

surjective
Conclusion f est bijective.

Solution de L’exercice 04:

Soit f : R—— R est bijective
*Ondonne:

g:R— R
f(x)
"l (x)
1) Montrons que g est injective :
g estinjective & VXX, €R;

. f,(x)
g( ) \/1+f

X

fz(x)
\/1+f




i ) et R e SR (et B

x>2 x2_- X 2 '

ontle mémesigne < f.%(x)=f,%(x) Ko (x*-3x +2)
_lim 2X =2><2=4=

= f,(x)=f,(x); par injectivité de f , 22 2X -3 2x2-3 4-3
= X =X, 2) F)emontrons par la définition de la limite :
Donc g est injective = lim, (3 +1)=7
2) Montrons que g n’est pas surjective : D’une maniére générale, on a:
g est surjective < vy eR, Ix €R; y=g(x) Ve>0 3a>0; [x-xo|<a=|f(x)-f]<e
g estnon surjective <3y €R, Vx eR; y #g(x) Alors:
Par raisonnement par I'absurde : Ve>0 3a>0; [x-2|<a=|f(x)-T[<e
g estsurjective <> Vy eR, 3x eR; y=g(x) [f(x)-7] <ee |[(Br+)-7| < e [3r-6] < ¢

ooy ) )
\/m 1+f 2(x) e [3(x-2)| <ee 3x-2] < e

e |[x-2] < £
= y2(1+f2(x))=f2(x) Donc 3
g y2+y2f2(x)=f2(x) Ve>0 Ja>0; |x—2|<a:> |f(x)—7|< g
SN y2=f2(x)[1—y2]

Pour y ==1; on trouve contradiction (1=0). Alors:

g n’est pas surjective.
Solution de L’exercice 05:

&
Tel que a = =
q 3

Solution de L'exercice 06:
1) Par construction D; =R

- Continuité de f sur R :

1) Détermination des limites : f estcontinue sur R car elle est composée de deux
Tax —14x2 ) 0 fonctions continues a gauche et a droite du 0.
a) Jiﬂo < =0 Forme indéterminée Il suffit donc d’étudier la continuité au point x;, =0

On constate d’une part que lim (1-sinx)=-1=f(0)
x——0

(VX x|V e

— lim et d’autre part :

x—0 2 2
X(\/1+X +v1+Xx ) o 14X —JLix . (1_,_\/;) ~(1+x)
1+x —(1+x2) x——0 Ix X—-0 \/;(1+\/§+\/1+ x)

:IimO

X— [1 '1 2)

X( XN im 1+2\/;+x—(1+x) im 2)K

= lim x¥(1=x) = lim 1-x 1 0 &(1+\/}+ 1+X) e )K(l+\/§+ 1+X)

X0 )((\/1+X +\/1+x2) SO [rx 441 +x2 2 )

i (—)1
. x2-4 0 - - x—0 \ 1+/X +/1+X

b) lim —————=— Forme indéterminée

x—>2 x“—-3x +2

()(/4)()( +2) 1+ 249 Alors: Iimof(x)zf(o);& Ii>mof(x)
lim = lim = =4 *—j T
X—> 2 (M)(x _1) x->2 x -1 2-1 Donc: f n’est pas continue en 0.
Par la régle d’Hopital, on a: 2) f estdérivable sur R, elle n’est pas dérivable en
g(x) g9'(x) 0 car elle n’est pas continue en ce méme point. De

m = lim plus :
Xx—a h(x) Xx—a h'(x) .
Pour lever la forme indéterminée - et — F(X) =4 2. Jx 11 x XeR,
On trouve aussi : COS X vxeR"

3) g(x)=0 admet une racine réelle :



La fonction g est continue sur R et satisfait a :
lim g(x)=-oo;

X—> —®©

On en déduit qu’il existe deux réels o et f tels que

lim g(x)=+o

a<0<p et g(a)<0<g(p). Par conséquent (théoréme
des valeurs intermédiaires),

g admet une racine appartenant a I'intervalle ]a, ,B[
Solution de L’exercice 07:

f:R— R

X 1

X——> y = x-arctan [lj -
X

1) Les fonctions élémentaires x——> arctan(x) et

x—— arg sh(x)sont définies surRR.

Donc f est définie sur R (1 n’est pas définie en 0)
X

2) Prolongement de f par continuité en 0
f est Prolongeable par continuité en 0 <
lim f(x)= lim f(x)=¢

—0 x——0
On sait que :

. 1
lim arctan| —|=7?
X——0 X

Par changement de variable :

= /0<Z>t >F 0

1
t== ;alors: x
X

) 1 ]
lim arctan (—j = lim arctan(t)= I
X——0 X t——— 2

. 1 .
lim arctan(—j: lim arctan(t)=+g
X

x——0 t—+
De plus:

lim argsh(x)=0
Xx——0

>

Par Conséquent :

lim | x-arctan
Xx——0

lim {x-arctan(

j—argsh(x)}:ox(—g]—ozo

j—arg sh(x)}:Ox(+gj—O:O
Donc:

lim f(x)= lim f(x)=0
X Xx——0

—<50
On conclut que f est Prolongeable par continuité en 0
et son prolongement est défini par :

X |k x|

x——0

g x-arctan(%—arg sh(x) xeR
= X

0 x=0
3) Calcul de g'(x) :

g'(x):arctan(lj— Xz— L
X 1+ X 1+ x2

X241 Y14 x2

De plus, g est dérivable surR’, il reste & étudier sa
dérivabilité en 0:
g estdérivableen 0< lim g'(x)= lim g'(x)

x——0 x——0

lim g'(x)= lim |arctan Ly x 1 j_ =,
X——0 X—=0 X 1+ X2 /1+ X2 2

. A 1 X 1 -
lim g¢'(x)= lim [|arctan| = |-——— L]
X—>50 9 ( ) x——0 |: (Xj 1+ X2 I1+X2 :| 2

Alors: lim g'(x)# lim g'(x)
x——0 x—=—0
Doncg n’est pas dérivable en 0, elle reste dérivable

sur R
Solution de L'exercice 08:

) . 4 . 5
1) arcsinx = arcsin— + arcsin-—
5 13

) ) . . 4 . b

= sin(arcsinx) = sin arcsmg+arcsmﬁ

. .4 .
— x = sin| arcsin2 |- cos| arcsin—
[ 5) ( 13}

. .5 .4
+sin| arcsin— |-cos| arcsin—
[ 13) ( 5J

4 5 5 .4
:>x:5 1-sin? arcsm— +—>< 1—sin? arcsmg
=—><
\/ 13 \}

:>x_i><E [1 ]

5 13,5/

2) 50h(x)—4sh( )=3

I L Y B
2 2

= e +9=6e" = e -6e*+9=0 ...(*)

Posons t =e*;
(*)devient: t> -6t +9=0

A=b%-axc=(-3)"-1x9=9-9=0

t:i:ﬂzg
a
t=3= x=1In(3)

3) argth (x) = argch (%J
= th(argth(x))= th(argCh(%n



sh argch(lj
= X = X
1
ch argch()
X
1 2
sh argch() \/ch (argch(n—l
X
= X = T = T
X X
2
N DAY S L
= 1 =
X




