SERIE DE TD N°01
Solution de L’exercice 01:

1) In(e)=1 et e Q : est une assertion fausse car e

n’est pas un rationnel : [(V AF) @V]

2) cos(r)=1 ou sin(r)=0 : est une assertion vraie

car sin() =0, malgré cos(z)=-1: [(F vV) <:>V]

3) X, yeR , x<y alors X <y2 : est une assertion
fausse : [V = F) < F]

11
4) x, yeR , x<y<0 < §<; : est une assertion

fausse .
A noter que :
11 11
X<y<lo—<— || x<y<l=—<—|A
y X y X
[es=rr
—<—=x<y<0
y X

11
La 2éeme implication — < — = X<y <0 est fausse
y X

5) la négation de (|X| >1ou XGE, BD  est

1 . o
X e[—l, E} - assertion fausse car la négation c’est

. . 1
I’assertion suivante : X €| -1, >

6) la négation de (x#0 et y#0)est (x-y=0) : est une

assertion vraie car elle s’exprime par(x=0 ou y=0)

7) V xeR, x* +1>1 : est une assertion fausse car
30eR,tel que 0* +1=1

8) VX, yeR", x+y>0 :estune assertion vraie
9) IxeR, |X|+1>0 :estune assertion fausse

Solution de L’exercice 02:

Complétons les propositions :
1) VxeR, x¥*=4=x=2
)VzeC,z2=7Z <zeR

3) VXxeR, x=r=¢e""=1
Solution de L’exercice 03:
VxeR,3yeR, x>y ..(1)

dyeR, VxeR, x>y ...(2)

(1) VxeR, 3yeR, x>y est une proposition vraie
(on peut garantir pour tout réel X [I'existence
deyeRR tel que x>y, on peut prendre y = X).

(2) JdyeR, VxeR, x>y est une proposition fausse
(C’est évident car R n’est pas minoré par un réel y).
Conclusion :

L’ordre des quantificateurs est important

Solution de L’exercice 04:

(Raisonnement direct) :

Prouvons I'implication: a, b eQ=a+b €Q

Posons : azg, peZetqeZ", de méme pour

!

P

b=—,p'cZetq eZ
q

Pa’+ PG _

!

P
q’ qaq
pg'+p'qe’Z
qq' e Z"

Alors : a+b=ap+

On constate que{

Donc: a+b €Q

Solution de L'exercice 05:

(Raisonnement par disjonction des cas) :

Montrons que : V xeR, [x-1] < x*-x+1
lerCas: x > lalors [x—1 =x-1
Calculons x* —x+1—|x 1= x* = x+1—(x-1)
= X* —2X+2
=(x-1+1> 0
Ainsi x* —x+1-|x-1] > 0
Donc X*-x+1 > |x-1
2eme Cas: x < 1alors [x—1 = —(x-1)
Nous obtenons X — X +1—|x—1|=x* - x+1+(x-1)
=X
=x*>0
Ainsi x* —x+1-|x-1] > 0
Donc X*-x+1 > |x-1

Finalement, des deux cas:

VxeR, [x-1 < x*-x+1



Solution de L'exercice 06:

(Raisonnement direct:-------- —

 ERREETEr Raisonnement par contraposée) :
Démontrons que : V n e N, n pair < n’ pair
(n pair < n* pair)
cad: =
(n pair = n® pair) A( n°pair = n pair)

1) =) (Le raisonnement direct)
npair = 3keN,n=2k

= n? =4k® =2(2k*) =2k’

= n’pair (cark eN=k'eN)
2) <) (Le raisonnement par contraposée)

(p=0)= @=p)
Alors :
(n? pair = n pair) < ( nimpair = n? impair)
I suffit de démontrer que : n impair < n® impair

nimpair = 3keN,n=2k+1
= n®=4k*+4k +l:2(2k2+2k)+l
— n?=2k"+1, avec k" =2k?+2k
= n” impair (cark e N=k"eN)

Finalement, de 1 et 2: n pair < n’ pair

Solution de L’exercice 07:

In(2)
Montrons que : ———< ¢ Q

In(3)

(Raisonnement par I’'absurde) :

In(2) p

On suppose que ——~==-— avec p, g entiers naturels
In(3) q

non nuls premiers entre eux.

On obtiendra alors: q-In(2) = p-In(3)
=In(2%)=In(3")
= 29 =3P (d’ou une contradiction)

Car 2° est un entier pair et 3P est un entier impair.
Solution de L’exercice 08:

n(n+1)(2n+1)

Montrons que : VneN, > k%=
k=0

Etapes du raisonnement par récurrence :
1. Pour n=0; la proposition est vraie car :
0 0(0+1)(2x0+1)

Zkzz 5 =0=0

k=0

2. On suppose que I’égalité est vraie pour le cas n
n(n+1)(2n+1)

6
3. On démontre I’égalité pour le cas n +1

n+l (n+1)(n+2)[2(n+1)+1]

k? =
2 6

k=0

vneN, Zn:kzz
k=0

(n+1)(n+2)(2n+3)
6

4l n n(n+1)(2n+1)
Alors: Y k2 =YK +(n+1) =—— 2= 77
e $vion

o REMLCE

+(n+1)2

n(2n+1)+6(n+1)}

(o) ",

(n+1)(n+2)(2n+3)
6

Solution de L'exercice 09:
A={xeN,x>10}; B={xe N, x pair}

Ensembles :
A=1{1,12,13,14,15,...}
B=1{0,2,4,6,8,10,12,...}
ANB={xeN,xe ArxeBj
={xeN, x>10A x pair}
={12,14,16,18, ...}
AUB={xeN,xeAvxeBj
={xeN, x>10v x pair}
={0,2,4,6,8,10,11,12,13,...|
Ci={xeNa xgA}={xeN, x<10}
={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Ch={xeNa xgB}={xeN, x impair}
=1{,3,5,7,9,11,13,15,...}
CANCE ={xeN,xeCiA xeC}|



{xeN, x<10Ax impair}
={1, 3,5, 7, 9}
ChUCE ={xeN,xeCfiv xeC}|
={xeN, x<10v x impair}
={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,15,...
Ci®={xeNAxgANB}

xgANBo xeANBo xeAAxeB

= XeAvxeB

<:>X6C§v Xng
< xeClucCh
Alors: CAnB {XEN xeCh vXeCB}
={xeN, x<10v x impair}
={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,15,...
CiP={xeNA xgAUB}

xgAUBo xeAUB< xeAvxeB

= XeAaxeB

& Xe Cg A Xe€ Cg
< xeChiNCE
Alors: CAUB {XEN XeCA/\ XeCB}
={xeN, x<10Ax impair}
={1,3,5 7 9}
Conclusion : Lois de -MORGAN-
ci®=crUcC?
ci®=cince

Solution de L’exercice 10:

1)A\(BUC):?:AnE§“JC
A\(BUC)=AN(CENCE)
=(ANA)N(CENCE) ; (N) est idempotente
=(ANCE)N(ANCE); (N) est commutative
=(A\CZ)N(A\CE) et associative

?

2) A\B = (AUB)\B
A\B =ANCE
=(ANCE)UD

(ANCZ)u(BNEE)
(AUB)NCE

(AUB)\B

3) C2 ACE _AAB
EAzSEB==(EA\EB)U(EB\Eé)
Nee Ju(cence)
ne)u(cnA)
NA)U(C2NB)
ANCE)U(BNCE);
= (A\B)U(B\A)

=AAB

Solution de L'exercice 11:

[:A
[:B

(N)et (U) sont

commutatives

(¢
(
(
(

1. BCC;(AHB)C
Hypothése: B C
But: (ANB)<=(ANC)
‘v’Xe(AﬂB):XeA/\XeB

Comme BcC=xeAAaxeC
:>Xe(AﬂC)

Donc: BcC=(ANB)c(ANC)
(BcC)Je(AUB)cC
(BcC)]<(AUB)cC <
(BCC)]:(AUB)CC A
(AUB)cC=[(AcC)

(ANC)

2. [(ACC)/\
[(AcC)n
[(AcC)n
/\(BCC)]

a[(AcC)A(BcC)]=(AUB)C
Hypothése : (A< C)A(B<C)
But: (AU B)c C

‘v’Xe(AUB):XeAvXeB

Comme (ACC)/\(BCC):}XECVXEC
=xeC
(BcC)|]=(AUB)cC

/\(BCC)]

Donc: [(A cC)A

mAUmccéﬁAcq
Hypothése : (AUB)cC
But : (ACC)/\(BCC)
VXeA:Xe(AUB):XeC
VXEB:>X€(AUB):>X€C

Donc: (AU B)CC:[(ACC)/\(BCC)]



Conclusion :
[(ACC)/\(BCC)]@(AUB)C
Solution de L’exercice 12:

y2+§§

. 1
VX yeR"; xRy xXi+==
X
1)R est une relation d’équivalence :
a) Restréflexive :V xeR"; XRx ?

XRX <> X +i2: NG +i2
X X
<0=0
Alors R est réflexive.
b) R est symétrique : V X, y e R";

xi}?y<:>x2+%:y2+i

XRY = yRx ?

2

y

o 15, 1
SV +=-=X+=
2 X2

= YRX
Alors R est symétrique.
c) R est transitive : VX, y, Z e R"; XRy A YRz = xRz ?

, 1 , 1
Xﬂ{ X +—2:y +—2
y X y 1
A A >+ = +== xRz
X z
Y‘RZ y2+i2222+_
y z

Alors R est transitive.
Conclusion : R est une relation d’équivalence.
2) Classe d’equivalence :
Soit aeR". Cherchons les éléments x de R" tels que
XRa.
= {X eR"/ xiRa}

1

1
xRa < x° +— = a’ +—2
NG

1 1
<:,>X +7—a+—2 =

<:>( i—i:O
x> a’
a’ —x?
<:>(x2—a2)+ =0
o (¢ -a)(1- 7 -0
xa’
2 2
= = =
1- 212=0 x’a’=1 (x=l/a
x’a
Donc 4={a, —a, 1/a, -1/a}
2)2={2, -2 12, -2}

Solution de L’exercice 13:
SurR?, on définit R comme suit:

V(X y).(X,y)eR?;
(%, y)R(X, y’)<:>((x< x')ou(x=xety< y))

1) Montrons que ‘R est une relation d’ordre?
a) R est réflexive :

V (X, y)eR?%: (% Y)R(x y) ?

(%, Y)R(x, y)<:>((x< x)ou(x=xety<y))
e(Fv(v AV))
< (F v V)< Vraie

Alors R est réflexive.
b) ‘R est antisymétrique :

V(X y).(X,y)eR?;

(% V)R Y)AK YR Y)= (% y)=(X,y) ?
Onadonc:
(% Y)R(X, y’)<:>((x< x)ou(x=xety<y))
(X, y)R(x, y) < (X <x)ou(x'=xety'<y))
= (x=x) et (y=y')
= (% ¥)=(x"y)

Alors ‘R est antisymétrique.
C) R est transitive :

V(% ¥). (X, ¥). (X y') e R
(% Y)R(X, Y)A(X, Y)R(X, y') =
Onadonc:

(x, Y)R(X,y) e

VAN
(X, Y)R(X", y") <
= ((x <x")ou(x=Xx"ety<y"))

= (% Y)R(X" y")

Alors ‘R est transitive.

Conclusion : R est une relation d’ordre.

2) R est une relation d’ordre total surR? .
Car tous les couples (X, y),(X', y')de R? sont

(%, Y)R(X", y") ?

((x< X)ou(x=xety<y))

((x‘ <x")ou(x' =x"ety'< y”))

comparables.
L’ordre de R est total < V (X, y), (X,

(x, y)R(X,y') ou

y')eR?;
(X, y)R(x y)



