Fonctions trigonométriques

Définitions — Propriétés immédiates

Symeétrie, parité

sin «v cos o sin(—a) = —sina sin (E - u) = cosa
1 tana = cotan a = — %
cosa smo cos (—a) = cos cos (5 - a) =sinw
sinqj----------— ‘ B ‘ T _
(S| <sina <1 Sin(a + 2n7‘r) — sina tan (—a) = —tana tan (5 - a) = cotana
== an (—a) = —cots otan (T — &) = ¢
1 T <cosa < 1 cos(a + 2n7) = cosa cotan (—a) = —cotana  cotan (2 a) = tana
i2 2 —
sin“a+cos*a =1 tan(a+nm) = tana sin (7 — @) =sina cos (T — @) = —cosa
1 (nei) tan (m —a) = —tana cotan (7 — &) = —cotan«
Valeurs particuliéres
Trigonomeétrie
afrad] | o [°] | cosa | sina | tana | P
RS
0 0 1 0 01 |72 op- . Adj. Op.
sina = ——, cosa=—— anq = ——
/6 30 | 4 i % x/ : e Ad. Hyp. Hyp Adj.
V2 V2
/3| 60 L V3 b sina sinf siny
/2 90 0 1] +o00 0, v B a b c
Décalage .
Formules d’addition (a, 3 € R, n € Z)
. m . .
s (0‘ + 5) =cosa, sin (@ + ) = —sina cos(a + f3) = cosacos 3 — sinasin 3, cos(a — ) = cosacos 3+ sinasin 3
™
cos (a—i— 5) = —sina, cos (@ + ) = —cos sin(a + ) = sinacos 8 + cosasin 5, sin(a — ) = sina cos 3 + cos asin 8
m t t 3
tan (a + 5) = —cotana, tan(a+7)=tana tan(a + 8) = M (a, Beta+pB# T + )
. 1 —tanatan 2
cotan (a + —) = —tana te — te
2 tan(a—ﬁ):w (a,ﬁeta—ﬁ;ﬁz—l—nﬂ')
cotan (a + ) = cotan a 1 + tana tan 3 2

Factorisation et développement (p, ¢ € R,n € Z)

] o ptq p—q , . Ptq. pP—q
cosp + cosq = 2 cos cosT cosp —cosq = —2sin blnT
. . .. pt+q p—q . ... P—q DP—q
sinp + sing = 2sin cos CEE sinp — sing = 2sin 3 cos 3
. s
Slpetq7£§+n7r:
tanp + tang = S+ a) tanp — tang = S0P —9)

COS P COSs q COS P COS ¢

cos(p + q) + cos(p — q) cos(p — q) — cos(p + q)

sinpsing =

cospcosq =

2 ’ 2
: sin(p + ¢) + sin(p — ¢)
sinpcosq = 5
Limites
. sina . 1—cosa 1 . tana
lim =1, lim 5 = -, lim =1
a—0 « a—0 (6% a—0 (6%

Duplication, linéarisation
(. € Ryn € Z)

sin2a = 2sina cos

cos2a = cos’ a — sin’ a

=2cosa—1=1-2sin?a

2tan a T
tan2a = ——5—, aet2a# — +nw
1 —tan? o 7 2
9 1+ cos2«a . 9 1 — cos2«a
cos a:f7 sin O‘:f

Exponentielle complexe (§ € R, n € Z)

e = cosf +ising
Formule de Moivre : ¢ = (cos 6 + isin6)"

= cosnf + isinnf
—i6

et 4 =it ) et ¢
00892#, SIIIGZT
i
—i0 _ if
e W —e m
tanf =i—p—, 0# - +nw
e + e 2




Fonctions hyperboliques

Définitions — Propriétés immédiates
e’ +e " et —e " shx e*—e™®
chr = ——— she = ——— | thz = =
2 2 chz e*+4e®
ch®’z —sh’z =1, chx > 1, -1 < the < 1
Formules d’addition
tha +thd
h b) = chachb+ shashb h b) = shachb+ chashb th b)) = ————
ch(a+b) = chachb+shashb, sh(a +b) = shachb+chashb, (a+0b) TS thathh
tha —thd
h(a —b) = chachb—shashb h(a —b) = shachb—chashbd th(a —b) = ————
ch(a —b) = chac shashb, sh(a — b) = shac chashb, (a—10) T thathd
Développement
h b h(a — b h b) —ch(a —b sh b sh(a — b
chachbzc(a+ ) + ch(a ), shashbzc(a+ ) — ch(a ), shachb:b(a+ ) +shia — )
2 2 2
Factorisation
— — h
chp+chq:2chmchu, Shp+Shq:23thhu7 tthrthq:w
2 2 2 2 chpchgq
ptqg . p—gq P—q  Ptq sh(p —q)
hp—chg = 2sh=—— sh——, hp—shq = 2sh—— ch——, hp—thqg = ———=
chp —chgqg 8282, shp —shgq 8202, thp —thg chpchg
Relations utiles
Duplication, linéarisation n
VYn € Z: (cha+sha)® = chna+shna
ch2a = ch®a+sh®a = 2ch’a — 1 = 2sh?a +1 (cha —sha)” = chna —shna
sh2a = 2shacha 1+th%a 2tha
ch2a = ————, sh2a = —————
9 ch2a+1 2 ch2a—1 1—tha 1—th“a
ch a=—, sh a=— ol i
th2a = tic;’ exp2a = 1+ tha
1+th%a 1—tha
Fonctions hyperboliques réciproques
1 142
Argchz = In (er Va2 — 1) , Argshz = In (er x2+1> , Argthz = - In .
—x

(pour = > 1)

2
(pour z € ]—1,1])




Dérivées usuelles

Fonctions Dérivées Intervalles
", n ez na" ! R*
a a—1 *
A a€eR azr RY
u” u e RY uw’ Inu R
1
In || = R*
T
log, 2|, aeRL— {1} ! R*
a7, @ + zlna
Ccos X —sinz R
sin x cos R
1
tanx 5 =1+ tan’x R—{z +7TZ}
cos? x 2
chzx shz R
shz chzx R
1
tha — =1—th’z R
ch” x
- =11
arccos I - -1,
V31— 22
1
arcsin x —-1,1
T ] [
1
arctan R
14 22
h ! 11, +oo
argch x , oo
& 2 —1
h ! R
argsh z
& V14 22
1
th —1,1
argthz T ]—-1,1]

[a f(z) +bg(x))

=af(x)+bg(x), a,belR

flaz) = af'(ax), a€R
[f(@)g(x)] = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)
[ 1 } _ '@
f(z) 3 ()
[f(x)}/ _ [@)g(z) — f(z)g'(x)
9(z) 9*(x)
(go f) (x) = f'(x) x (g o f)(x)
() @) 1




Primitives usuelles

Fonctions Primitives Intervalles
_ a+1
(z—a)*, a€R,aeR-{1} % la, +o00]
1
, a€R In|z — a R —{a}
T —a
Inz z(lnz—1) R
axr
Cu,w , a € R* 67 R
a
cosx sinz R
sinx —cosx R
tan x —In|cos z| R— {g+7rZ}
1 s
P tan x R - {E-Fﬂ'Z}
1 1
— — . R —nZ
s x tanx
1 T 7 T
Injtan (5 + 7| R- {5+ 2}
cosx fjtan 2+4 2+7T
1 T
- ln‘tang) R —7Z
sin
chz shz R
shz chzx R
tha In (chz) R
1
h2 thx R
ch”z
1 1
_— ]R*
sh?x thz
1 2 arctan (e®) . R
chz 2 arctan (th 5) = arctan(sh x)
1 T
— 1 ‘th—‘ R*
shz . 2
1
e arctanx R
x
1 . 1 T
PR a € Ry Earctang R
1 argthx 1—1,1]
=22 11 1+z
- =In _I_
2 1% R-{-11}
1 N 1 a+x
aZ _ g2’ ae Ry %hlaix R —{—a, a}
1
—_— arcsinz = - — arccos ]—-1,1]
V1—2a2 2
1 T
———, a€R} arcsin — | —a,a|
/a2 — 12 + a
1
e argshz = In <m + Va2 + 1) R
V14 2?
1
L 1n<x+ a:2+a2) R
Va2 + a2 t
argchx 11, +o0]
21 —argch(—z) ] — o0, —1]
z?—1
ln‘er\/fol‘ R [-1, 1]
1
—=— e€R} ln’m—i—x/x?—a?‘ R - [—a, a]
22 —a

b b
Formule d’intégration par parties : / fl(x)g(z)dx = [f(T)g(r)K —/ f(x)g(x) dx.




Développements limités usuels (au voisinage de 0)

Fonctions Développements

e 1)+ pog+ L0y I gy o)
er 1+%%+%§+“.+%;+om%
chz 1+%§+%?+m+é%%+o@%)
shz x+§—?+§—?+...+%+0(12"“)
thx x—?-ﬁ—if—&—o(zﬁ)
cos 1—;—0—%4—...—#(—1)"(;2;! + o0 (2°")
sinx :rfz—thzf + ...+ ( )"(2&:7_1:1)! o(z™)
tanz T+ %3 + 21'7;: + 0 (2%)
(1+2)*, a€eR 1+% +a(a2!_1)x2+ a(a_l)“;l('a_n—i_l)z"—l—o(z")

1 2 n,n n
T2 l—z+z°+ ..+ (-1D)"2" +o(a")
1ix T+z422+ .. +2" +o(z")

22 3 2"

In(1+ z) mf?+—+ + (=D 4o (2™

1+z 1+g—§+mﬁw4w”§%%i%%mﬂ+ouﬂ
\/% 17g+gx2+.,.+(71)”%x"+0(‘r")
Argthz x+%}#§+nﬁiggzﬁ+0@%H)
arctan x — z—f + %T +...+(71)”% + o (1)
Argshx x — %%34-%2")2%54——5—(—1)"22(3(%;;”:11 + o (z*1)
arcsinx T+ %%3 + 24(42!!)2%5 + ..+ % ;;nill +o0 ($2n+1)

=0.

R . o(z")
avec o(z™) une fonction vérifiant lim
z—0 "




Vecteurs

Ug
On note les vecteurs de R? : @ = [ u,
Uz

Produit scalaire :

U-U = UgVp + UyVy + UV, .

e Norme :

[d| = Vi -i = \Juzus + uyuy, + u.u. .

Angle entre deux vecteurs 6 = (12'717) avec ©#0 et T#0:

- =

u-v

cosb = =T -
[l ]21]

Produit vectoriel :
UyUy — Uz Uy

W=UXT avec W= | u,vp; —uzv,
UgVy — UyUyg

Ona @ L@ et @ L7 ainsi que ||| = ||@]|||7]||sin6] avec 6= (ﬁfﬁ).

e Double produit vectoriel :

@ x (T x W) = (i~ %) 7 — (@ 5)w,
(@ % 0) x & = (@ 0)7— (7-0)

e Produit mixte : on note (%, ¥, ) = (¥ x ¥) -, on a
(@,v,%) = (W,d,v) = (V,0,u)
= (UpUyWy + Uz Uz Wy + UyV Wy ) — (UgVs Wy + UyVpWy + U, VW) -

La valeur absolue du produit mixte est égale au volume du parallélépipéde engendré par les vecteurs
U, U et .

e Relations utiles :



Opérateurs différentiels de ’analyse vectorielle

On considére p un « champ scalaire », c’est & dire une application de R? dans R et Aun « champ
vectoriel », c’est & dire une application de R® dans R3 :

p R? — R , A R3 — R?
(x,y,2) +— pl2,9,2) (x,y,2) — Alz,y,2)

ol les composantes de /_f, notées A,, A, et A, sont des fonctions de (z,y, z).

Opérateur (vectoriel) gradient

dp . Op_  Op,
8zuz+8yuy+8zuz'

—
gradp =
e Opérateur (vectoriel) rotationnel

e 0A, 04, i 0A, 04, — 04, 04, z
9y 0z * 0z Ox Y Oz Ay =

e Opérateur (scalaire) divergence

- 0A 0A 0A
ivA=—=2 Y =
div Ox * dy * 0z

e Laplacien scalaire

N Pp 0%  Pp

e Laplacien vectoriel
AA = AA, i, + AA, Ty + AA. 0. .

e Propriétés
r_o}c(gradp):(_)', div(ro_t)/i’):o, A/Y:grad(div/i’)fﬁ(raff) ,
—_ B
A(fg) =gAf+2grad f-gradg + fAg.
e Théoréme d’Ostogradsky (fluz-divergence)
S étant une surface fermée limitant le volume V : //ff ndS = /// divAdV .
s 1%

e Théoréme de Stokes (circulation-rotationnel)

C étant une courbe fermée limitant la surface S : jé/_f di = //r_o‘E A.7dS.
C S
e Pseudo-vecteur nabla
ﬁ E— —
B grad = V
— 1o} ) N
v = - e div = V'
0y
9 ot = Vx
0z
— I - T
gradp =V p, rot A=V x A, divA=V-A



Systémes de coordonnées

Cartésiennes
(x, y, 2)

Cylindriques
(ps 9, 2)

Sphériques
(r, 0, ¥)

e M

Base locale

Vecteur position

F=0OM=x8,+yé&,+z¢ 7=0M = pé,+ 2&. 7F=OM =ré,
T = pcosy r =rsinfcosy
y = psinp y=rsinfsing
z z=rcosf
Volume élémentaire
dV =dzdydz dV = pdpdpdz dV =r?sin@drdfde
Opérateur gradient
— . _of. of.,  Of. cad o O, 10f . Of 5fﬂ 3fﬂ 1 6fﬂ
grad f = 8x61+8yey+8zez grad f = 3pep+p8 Ce +8z Z gradf— ety 96 rsmf)&p
Opérateur divergence
- 0Ax 0A 0A, . - 10(pA,) 10A 0A, .- 10(r?A,) 1 O(sinfAy)
A _ Ny A — - P - P A —
div O + Jy 0z div p Op p Op 0z div r2  Or rsin lol7}
1 04,
+ rsinf OJp
Opérateur rotationnel
— o 0A 0A > 10A, — o 1 d(sinfA,) 04y
A= f_Y)e, rot A = g A= » -
ot ( dy 0z ) ( )ep ot rsind ( 00 R e
N 04,  0A:\ | i - 1 04, 10(rdy)\ .
0z oz ) 0z Ce rsinf dp r Or o
0A, 0A;)\ . 1 [0(pA, ) 04, 1 /0(rdg) 0A,\ .
+(8Jr 8y)ez +p( ap Op e +7" or a0 ) ¢
Opérateur laplacien scalaire
2 2 2 2 2
N NIRRT T ) NN,
022 ' 9y? | 022 0p 0p p2 0p% 022 r2 Or or
1 9/(. 0Of 1 0%f
+7'2 sinf 00 (.sln 9%) + 72 sin 62 02




Constantes physiques dans le systéme SI

Cf. http://physics.nist.gov/cuu/Constants/

Célérité de la lumiére dans le vide

Vitesse du son dans 'air dans les CNTP
(conditions normales de température et de pression)

Pression atmosphérique
Constante de gravitation universelle

Accélération normale de la pesanteur a la surface
de la Terre

Permitivité électrique du vide

Perméabilité magnétique du vide (ppeoc? = 1)

Masse volumique de l'air dans les CNTP

Point de fusion de la glace

Unité de masse atomique

Volume molaire du gaz parfait normal (0 °C, 1 atm)
Nombre d’Avogadro

Constante des gaz parfaits

(kN = R)

Charge élémentaire (charge électrique du proton)

(F=Ne)

Constante de Boltzmann

Constante de Faraday
Constante de Planck

Quantum de moment cinétique (k= L)

Masse de 1’électron au repos

Masse du proton au repos (my, ~ 1836 m.)

Masse du neutron au repos

2

. 32 _ 1 e
Rayon « classique » de I'électron  (ro = ;-—+55)

Rayon de Bohr de ’atome d’hydrogéne dans son

2
(ao = 2?(2,?62)

état fondamental

Magnéton de Bohr (up = $2-)

c=299792458 ms~!
331 ms™!

101325 Pa
G =6,67428 10" m3kg s 2

9,806 65 ms—2

€0 =8,854187817 1072 Fm™!
1
471'50

po = 12,566 370614 10°7 N A2
=47 107" NA2

1,293 kgm—3
0°C=273,15K
1u=1,660538782 10727 kg
V0 = 22413996 10~ m? mol
N =6,02214179 102 mol !
R =8,314472 Jmol ' K1
k=1,3806504 10723 JK~!
e=1,602176487 10719 C

F = 96485,3399 Cmol

h = 6,626 06896 10~3* Js
h=1,054571628 10734 Js
me =9,10938215 1073" kg
m, =1,672621637 10727 kg
my, = 1,674927211 10727 kg

~910° F 'm

ro = 2,8179402894 10~ 1% m

ag =0,52917720859 1071% m
up = 927,400915 10726 J T—!

Constante de Rydberg limite (R, = 8’;8;:(, ) Reo =1,097373156 8527 107 m~*
3p3c
101325 Pa = 1 atm = 1 bar = 760 mmHg, 1A =10"1°m.
Préfixes
deca — 10 symbole da deci — 107! symbole d
hecto — 102 h centi — 1072 ¢
kilo — 10° k mili — 1073 m
mega — 10 M micro — 1076 I
giga — 10° G nano — 1079 n
tera — 10'2 T pico — 10712 p
pecta — 10 P femto — 1071° f
exa — 108 E atto  — 10718 a




Unités du systéme international et unités dérivées

Unités de base du systéme international

Les unités de base sont au nombre de sept :

Le métre (m), unité de longueur

Le kilogramme (kg), unité de masse

La seconde (s), unité de durée

L’ampére (A), unité d’intensité de courant électrique
Le kelvin (K), unité de température

La mole (mol), unité de quantité de matiére

Le candela (cd), unité d’intensité lumineuse

Unités dérivées

Grandeur Nom Symbole | Expression a ’aide | Expression a ’aide
d’autres unités des unités de base
Fréquence hertz Hz st
Force newton N kg m 52
Pression pascal Pa N m~2 kg m~! s72
Energie joule J N m kg m? s—2
Puissance watt w Js! kg m? s73
Charge électrique coulomb C s A
Tension électrique volt \Y Jct kg m? s73 A1
Résistance électrique ohm Q VAL kg m? s73 A2
Conductance électrique siemens S Av-! kg™t m=2 ¢3 A?
Capacité électrique farad F cv! kg™! m—2 st A2
Induction magnétique tesla T Vsm™2 kgs 2 A1
Flux d’induction magnétique | weber Wb Vs kg m? s72 A~}
Inductance électrique henry H VsA-! kg m? s72 A2
Température degré Celsius | °C K
Angle plan radian rad sans dimension
Angle solide stéradian sr sans dimension
Flux lumineux lumen Im cd sr cd
Eclairement lumineux lux Ix cd sr m~? cd m~?
Activité (radioactive) becquerel Bq s !
Activité catalytique katal kat mol s ~!
Autres unités courantes
Nom Symbole Valeur

angstrom A 1070 m

année lumiére al ~ 9,46 10" m

parsec pc ~ 3,09 106 m

degré ° ~ 0,017453 rad

kilowattheure kWh 3,6 10% ]

électronvolt eV ~ 1,61071J

kilocalorie kcal ~ 1,1855J

atmosphére atm 101325 Pa

millimére de mercure | mmHg ~ 133,322 Pa




