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SOLUTION DETAILLEE DE L’EXAMEN DE REMPLACEMENT
DE MATH 04

Exercice 01 : Soit z =z 41y ot x,y € R.
1) f(2) = cosz = cos(x + iy) = cos z cos(iy) — sinx sin(iy) = cosx coshy — sin (i sinh y)

= cos x cosh y + i(—sin x sinh y) 0.5

= ‘ Re(f)=P(x,y)=cosx coshy ‘ et ‘ Im(f)=Q(x,y)=-sin z sinh y ‘

2) Montrons que f est holomorphe sur C :

Méthode 01 : f'(z) = —sinz Vz € C. 0.5
Méthode 02 : Par les conditions de Cauchy-Riemann : [0.5]4+{0.5]
oP : L oP ik
—— = —sinzcoshy OP 0 —— = cosxsinhy oP 9
3 _,or_0Q gg) _.or__9Q
—— = —sinz coshy Oz Oy — = —cosxsinhy 0y Oz
dy Oz
3) Les valeurs de z :
f(2) € R<= Im(f) =0 <= —sinzsinhy = 0 donc :
sinz=0=a2=kr; k€ Z=|r—kn+iy|; k€Zety€cR. 0.75
ou
sinhy=0=—=y=0=[z—x]; z€ R 0.75
4) Soit I'équation : 0.25
—_——— R
612 + e*ZZ . .

cosz:i:>( >:i:>e”—|—e_”:2i§>62”—2ie”+1:0.

2
Posons e'* = M ; on obtient : M2 —2iM +1=0= A = —4 — 4 = —8 = (2V/2i)%
My = (1+V2)i = ¢ = (1 + v2)i = iz = In |(1 + V2)i| + i(= + 2kx)[0.25]+[0.75]
My = (1 —V2)i => ¢ = (1 — V2)i => iz = In|(1 — V2)i| + i(g + 2kn)[0.25 +{0.75]

Donc : z:g+2kﬁ—iln(1+\/§) ou Z%—F?kﬂ'—ih’l(\/é—l) k€ Z. [0.5]4+]0.5]




Exercice 02 : Soit P(x,y) = z* +y* — 62%¢* + = + 1.

1) Montrons que P est harmonique sur R? :
oP oP
=4’ 1212 + 1 5o =4y 1227y 2P 9P

& et 3 57 = 5t 55 =0

TP o 19y TP o q9p2 Ox* Oy

Ox? ' Dy? '

2) Puisque f est holomorphe sur C alors le couple (P, Q) vérifie les conditions

de Cauchy-Riemann, c’est a dire :

oP  0Q

g _d% . (1)

Ox 0

% g
dy ox

De I’équation (1) on tire %—g = 42% — 122y + 1, d’on

Qz,y) = /(41;3 — 12z9* + 1)dy

= 42y — 4oy’ +y + O(x). [01]
d’une part d’autre part on a : 0.25

A

-~

(2) = 4y — 122%y = —(122%y — 4> + C'(v)) <= C'(z) =0 = C(x) =c; c € R.

Finalement :

Q(x,y)=4x3y —dzy® +y +c|; c € R.

3)On a f(2) = f(z,y) = P(z,y) +iQ(x,y) - - - -(3) telle que : f(0,0) =1
— £(0,0) = P(0,0) +iQ(0,0) => 1 +ic = 1 <= [c=0]. 10.5]

En substituant ceci dans (3), on obtient :

f(z) = a*+y* =622 + o+ 1 +i(da’y — day® +y)

= |zt +24+1| 01‘
[01]

4) La dérivée de f :
Méthode 01(directe) : |f'(z)=42z> + 1|, Vz € C.

Méthode 02 : Puisque f est holomorphe sur C donc :

.. 0P 0Q

= 42 — 122 + 1 +i(122%y — 49°)



Exercice 03 : Pour calculer I'intégrale il faut factoriser 32 — 2z — 1.

2—4 1
2’0:—:——
322-22-1=0=A=(-2?2+12=16=4* = 6 3

e
ot

244
9 =—=

6
=322 —22—-1=3(z—2)(z — 21) =3(z + 3)(z — 1). 10.75 |

O

1 1 6
1, —gemt(C’);C:|z—§+i’:g?

|— = —=+i|=|—-=+i|= %+1:T>§:>-1/3¢mt(0). 10.5]
S

int(C)|.

<6:>1
5

= ——; qui est holomorphe dans int(C').

_ COS T2 Z:l cosmz/(z + 3)? Z:l O .
:1_/09[(Z+%)<Z—1)}2d 9/0 (2 —1)2 d 9/C(Z—a) dz. [0.75]

On sait que f est holomorphe; a =1 € int(C) et n =1 donc :

1 f(2)
I = §/C<Z_1)2dz

- 5(-5p) o3

1 2_<2><27)
— 9 T\ T

= |3mi/16|.
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