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SOLUTION DETAILLEE DE L’EXAMEN DE REMPLACEMENT
DE MATH 04

Exercice 01 :
3) Soit 'équation : 10.5]

2sinhz—e ™ = —-3i —= 2( ¢ _26 )—ez = 3= 2 = —3i 25 ¥ + 3ie* =2 = 0.
Posons e = M ; on obtient : M? +3iM —2=0= A= -9 +8=—1=i2

3
M) = —i=>¢e* = —i = z = log(—i) = In| —i| + z'(77T + 2km), 0.5 4+ 01]
3
My = —2i = ¢* = —2i = z = log(—2i) = In| — 2i| + i(g + 2k7).[0.5 ]+ 01]

3 3
Donc : Z:i(g + 2k‘7r> ou|z=In2 + z(;7T + 2]{7?) ke, —I—@

Exercice 02 : Soit P(x,y) = 4zy® — 423y — y + 2.

1) Montrons que P est harmonique sur R? :

oP
8_P = 4y — 122%y i 120y — 42° — 1 2P 9P
ggrp et aQyP ‘01 i@‘FW:O

2) Puisque f est holomorphe sur C alors le couple (P, Q) vérifie les conditions

de Cauchy-Riemann, c’est a dire :



De I’équation (1) on tire %—g = 4% — 122%y, d’ou

Qz,y) = / (4y® — 122°y)dy

= y' — 627y + C(2). [01]

d'une part d’autre part on a : 10.75] 10.25]

(2) = 12xy°—4a3—1 = _(,_12:@2 + C”(:US) —=C'(z)=4*+1=C(z) =2 + 2 +c

telle que ¢ constante réelle. Finalement :

Qxy)=x*+y* - 622> +x+c|; ceR.
3)On a f(z) = f(z,y) = P(z,y) +iQ(x,y) - - - -(3) telle que : f(0,0) =2+ 3i
— £(0,0) = P(0,0) +iQ(0,0) => 2 +ic = 2 + 3i <= [c=3]. 10.5]

En substituant ceci dans (3), on obtient :

f(z) = day® — 42’y —y+24+i(z* +y* — 6%y + 2+ 3)

= |irt +iz+2+3i|

4) La dérivée de f :

Méthode 01(directe) : |[f'(z)=4iz® + i|, Vz € C.

Méthode 02 : Puisque f est holomorphe sur C donc :

L. 9P 9Q

= 4y — 122% +i(42® — 1229° + 1)

= |4iz3 +i|. 0.5

Exercice 03 :
Puisque z € C donc on a 'application suivante :

z:[0,27] — C 01.50
0 +— 2(0) = -1+ 2¢e? et ceci implique que :

dz = 2ie® d@‘et |z|> =5 —4cosf|. [0.5]4+0.5]

Donc on obtient :




c

|z|2dz

2
/ (5 — 4 cos0)2ie” df
0
27
2@/ (5 —4cosb)(cosf + isinf) db
0
2m
2@'/ (5cos @ + 5isin @ — 4 cos® 6 — 4i cosOsinf) do
0

o 1 20
22’/ [50086+5isin9—4(+(}%> —4icosfsind| db
0

2w
2 [5 sin @ — 5i cos 6 — 20 — sin 20 — 2i sin® 0] [01]
0

—8i.
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