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SOLUTION DETAILLEE DE L’EXAMEN DE RATTRAPAGE DE
MATH 04

Exercice 01 : Soit z =z + iy oil x,y € R.
1) f(z) = cosh z = cosh(z + iy) = coshz cosh(iy) + sinh z sinh(iy)
= coshz cosy + sinhz (isiny) = coshx cosy + i(sinhz siny)

— |Re(f)=P(x,y)= coshx cosy|et |Im(f)=Q(x,y)=sinhx siny|.

2) Montrons que f est holomorphe sur C :

Méthode 01 : f'(z) = sinhz ¥z € C. 0.5

Méthode 02 : Par les conditions de Cauchy-Riemann : [01]4+{01]
o°rP . b oP L s
—— =sinhx cosy oP 0 —— = —coshz siny oP P
2 o e — %
—~ =sinhz cosy or  dy —~ — coshz siny Oy Oz
Ay Ox

3) Soit I’équation : 0.25 0.25

2COShZ+€Z:—2:>2<e +2€ )+e_2:—2:>ez—|—2e_z— 2:>€22—|—2€ +2—O.

Posons € = M ; on obtient : M2 +2M +2=0= A =4 -8 = —4 = (21)%

3 .
M1:—1+z‘:>ezz—1+z‘:>z:1og(—1+z'):1n|—1+@'|+¢(Z7T+2k;7r),\0.25\+

5
Mgz—1—i:>eZ:—1—i:>z:log(—1—i):ln|—1—i|+i(£+2k7r).—|—

Donc: |z= ln\/_+z< +2k7r> ou|z= ln\/_+@< +2kz7r> ke Z. —|—




Exercice 02 : Soit P(x,y) = 2z* + 2y* — 1222y + y + 1.
1) Montrons que P est harmonique sur R? :

oP op
I 843 — 24y — =8y’ —242%y + 1 2P o2p

) 0 or or
aQTP 2 2 ot ajyp 2 2 @ — 0x? + oy: !

2) Puisque f est holomorphe sur C alors le couple (P, Q) vérifie les conditions

de Cauchy-Riemann, c’est a dire :

orP  0Q

%:8_?/ ..... (1)

op_"0q ., O
dy Oz

De I'équation (1) on tire % = 8z — 24zy?, d’ou

Qlr.y) = / (8% — 24ay?)dy

= 823y — 8xy® + C(x).

d’une part d’autre part on a : 10.25]

(2) = 8y® — 242y + 1 = —(242%y — 8y° + C”(x}) = ,C”(x) = 1= Clx)=-z+c

telle que ¢ constante réelle. Finalement :
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Qx,y)=8x%y — 8xy> —x +c|; c € R.
3)On a f(z) = f(z,y) = P(z,y) +1Q(x,y) - - - -(3) telle que : f(0,0) =141
—> £(0,0) = P(0,0) +iQ(0,0) => 1 +ic =1+ i <= [c=1].

En substituant ceci dans (3), on obtient :

f(z) = 22* +2y* —122%° + 9y + 1 +i(82%y — 8xy® — 2 + 1)

— 27 —iz+ 1+

4) La dérivée de f :
Méthode 01(directe) : |{7(z)=82% —i|, Vz € C.

Méthode 02 : Puisque f est holomorphe sur C donc :
oP  .0Q

! = — 4i— 0.5

f'e) = 5-+ig-  [0.5]

= 82 — 24xy® +i(242%y — 8y® — 1)

- =i 08



Exercice 03 :
Puisque z € C donc on a I'application suivante :

z:[0,21] — C

6 +— 2(0) =i+ e et ceci implique que :

dz=ie® df|et|z=—i+e | [0.5]+0.5]

Donc on obtient :

27
/ (2)%dz = / (—i + e )?ie do
C 0

27
= / (=1 — 2ie™™ + e7™2%)ie™ df
0

2m
= / (—ie" +2 +ie™) db
0
= [- e 420 — e_w}zﬂ

= 4m. @
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