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SOLUTION DETAILLEE DE L’EXAMEN DE MATH 04

Exercice 01 : Soit z =z + iy ot x,y € R.
1) f(2) = € = W) = ¢~ Ve = ¢ Y(cosx +isinx) = e Ycosx +ie Ysina

— |P(x,y)=e Y cosz|et |Q(x,y)=e ¥sinz|

2) Montrons que f est holomorphe sur C :

Méthode 01 : f/(z) = ie** Vz € C. [0.5]

Méthode 02 : Par les conditions de Cauchy-Riemann : [0.5]4+{0.5]
— = —e Ysinx op = —e Ycosx

oy 8 :%:g—fa@) % :2—5:—2—8
8_:_6 s x a—:e Yecosw

3—1) Le module de f :
2) = /P2 + Q2 =Ve2cos2z + e Wsin’x = \/e2¥(cos? x + sin’ 7)
3-2) L’argument de f :
Re(f) e VYcosx

cosf = 7] = —— = cosw
6 — f— .
. Im(f) e Vsinzx , — |arg(f)=0 = x + 2k7 |; k € Z. 0.75
sinf = = —sinz
|f‘ e Y
4) Soit I'équation : 0.25 0.25]

—— R
e’LZ +e—zz

2
Posons € = M ; on obtient : M? —2M +2=0= A =4 -8 = —4 = (2i).

2+ 2i .
My = 2 Ll 4i= e =14i=>iz=log(l+i)=In|l+i|+i(~ + 2kn)[0.25 +]0.75]

2cosz4e % =2 — 2( )—i—e‘iz =2 = %42 =2 X=e> ;2” — 2% 4+ 2 = 6

2
2—21 -
My = =5 Z:1_¢:>ew:1_¢:>zz:10g(1—¢):1n|1—¢y+z(f+2k7r).+\0.75\
7
Donc : z:%+2k7r—iln\/§ ou :Zﬂ—i—le—zln\/_;kGZ. —|—




Exercice 02 : Soit P(x,y) = 23 — 3wy? + 22 — y* — .

1) Montrons que P est harmonique sur R? :

oP opr
— =322 -3y* + 2z — =6y —2y—1 2P 9P
L _6r+2 CAL— ) Ox® Oy
0x? Oy?

2) Puisque f est holomorphe sur C alors le couple (P, Q) vérifie les conditions
de Cauchy-Riemann, c’est a dire :
oP  0Q

g _d% . (1)

Ox 0

% g
dy ox

De I'équation (1) on tire % = 32% — 3y? + 2z, d'ou

Qx,y) = /(3962 — 3y® + 2x)dy

= 32y —y® + 22y + C(). @
d’une part d’autre part on a : 10.25 |

(2) = —6ay — 2y — 1 = —(6ay + 2y + C'(z)) < C'(z) =1 = C(z) =x +c; c € R,

Finalement :

~—

Qxy)=3x*y — > +2xy+x +c|; ce R.

3)Ona f(z2) = f(x,y) = P(x,y) +iQ(x,y) - - - -(3) telle que : f(0,0) =0
—> £(0,0) = P(0,0) +iQ(0,0) = ic = 0 <= [c—0| 10.5]

En substituant ceci dans (3), on obtient :

f(z) = 2®=3ay’ +2% -y’ —y+i(32°y — y* + 22y + 2)
= [2+22+iz]

4) La dérivée de f :

Méthode 01(directe) : |{"(z)=32> + 22 +i| Vz € C. 10.5]

Méthode 02 : Puisque f est holomorphe sur C donc :

or 0

= 32° —3y® + 22 +i(6zy + 2y + 1)
= 3224+ 22+ 1|

2

0.5



Exercice 03 : Pour calculer I'intégrale il faut factoriser 22% — 3iz — 1.

31—

20 =

)
1 :é
= 32“‘7;_

2:2-3iz—1=0=> A = (=3i)?+8 = 948 = —1 = {2 =

— 222 = 3iz—1=2(z— 20)(z — z21) = 2(z — £)(z — 7). 0.75
' ' 11
z’,%eint(C);C |z—1+—|—E7

9 11
|z—1+—\—]—1+—]—\/ t1= \/_ = |ic int(C) |
|——1+—|—|—1+z|—\/1+ —\/_<— i/2€ int(C) |

1
Donc il faut décomposer ————————— en éléments simples.

(2 =35)(z—1)

1 _a b _(a+b)z—z’(a+b):>{ a+b=0, :>{a:2i,
G-D(—i) z2-1 z-i  (z-H)z-1 —i(a+3) = 1. b=—2i. [0.25]

e 1 21 21 N e
/02(2—%)(2—2')2 /Ce 2(2—1 z—i)z Z(/Cz——z /Cz—z' Z)

2 2

On sait que f(z) = €™ est holomorphe car |{'(z)—me™ | dans Uintérieur de C'

qui est un chemin fermé (cercle). Donc :

FIN



